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目的
半正定値計画入門
多項式最適化問題に対する半正定値計画緩和

内容
第１部 半正定値計画問題 (SDP)の基礎—５０分
第２部多項式最適化問題への応用—１００分
参考文献

SDP — Semidefinite Program
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第１部 半正定値計画問題 (SDP)の基礎
1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方

LP (Linear Program) =線形計画問題
SDP (Semidefinite Program) =半正定値計画問題
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第２部多項式最適化問題への応用
1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)
3. 無制約多項式最適化問題

3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに

SOS — Sum of Squares
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第１部 SDPの基礎

1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方

LP (Linear Program) =線形計画問題
SDP (Semidefinite Program) =半正定値計画問題
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SDP(半正定値計画)は LP(線形計画)の対称行列空間への拡張

LP: min. −X11 − 2X12 − 5X22

sub.to 2X11 + 3X12 +X22 = 7, X11 +X12 ≥ 1,

X11 ≥ 0, X12 ≥ 0, X22 ≥ 0.

SDP: min. −X11 − 2X12 − 5X22

sub.to 2X11 + 3X12 +X22 = 7, X11 +X12 ≥ 1,

X11 ≥ 0, X12 ≥ 0, X22 ≥ 0,
(

X11 X12

X12 X22

)

� O (半正定値).

共通：
X11, X12, X22 に関する線形目的関数．
X11, X12, X22 に関する線形等式，線形不等式条件．
許容領域（制約を満たすX11, X12, X22 の集合）は凸集合．
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SDP(半正定値計画)は LP(線形計画)の対称行列空間への拡張

LP: min. −X11 − 2X12 − 5X22

sub.to 2X11 + 3X12 +X22 = 7, X11 +X12 ≥ 1,

X11 ≥ 0, X12 ≥ 0, X22 ≥ 0.

SDP: min. −X11 − 2X12 − 5X22

sub.to 2X11 + 3X12 +X22 = 7, X11 +X12 ≥ 1,

X11 ≥ 0, X12 ≥ 0, X22 ≥ 0,
(

X11 X12

X12 X22

)

� O (半正定値).

拡張：
SDPは半正定値制約条件

(

X11 X12

X12 X22

)

� O を含めること
が出来る．
SDPの許容領域は一般に多面体にはならない．
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第１部 SDPの基礎—５０分

1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方
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多彩な応用
システムと制御—線形行列不等式 (LMI) [12]

組み合わせ最適化問題，非凸最適化問題の半正定値計画緩和
最大カット問題 [22]
0-1整数計画問題 [47]
多項式最適化問題 [41, 72]

ロバスト最適化 [4]

量子化学 [20, 79]

確率過程 [8, 44]

. . .

サーベイ論文— Todd [66], Vandenberghe-Boyd [73]
ハンドブック— Wolkowicz-Saigal-Vandenberghe [74]
和文文献— [80, 81, 82]
Tutorial Lecture — Kojima [34]

Web page — Helmberg [23], Wolkowicz [75]
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理論
Self-concordant理論 [58]

Euclid的 Jordan代数 [15]

線形計画問題に対する主双対内点法の拡張 [1, 25, 37, 51, 59]
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SDPは凸計画問題の中核
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第１部 SDPの基礎—５０分

1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方
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(LP) min a0 · x

sub.to ap · x = bp (p = 1, . . . ,m), R
n ∋ x ≥ 0.

ap ∈ R
n : データ, n次元ベクトル (p = 0, 1, 2 . . . ,m),

bp ∈ R : データ,実数 (p = 1, 2 . . . ,m),

x ∈ R
n : 変数, n次元ベクトル,

ap · x =
∑n

i=1[ap]ixi (内積).
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(LP) min a0 · x

sub.to ap · x = bp (p = 1, . . . ,m), R
n ∋ x ≥ 0.

(SDP) min A0 • X

sub.to Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), S
n ∋ X � O.

S
n : n× n対称行列からなる線形空間,

Ap ∈ S
n : データ, n× n対称行列 (p = 0, 1, 2 . . . ,m),

bp ∈ R : データ,実数 (p = 1, 2 . . . ,m),

X ∈ S
n : n× n変数, n× n対称行列;

X = (Xij) ∈ S
n,

Xij = Xji ∈ R (1 ≤ i ≤ j ≤ n),

X � O ⇔ X ∈ Sn は半正定値,
Ap • X =

∑n

i=1

∑n

j=1[Ap]ijXij (Ap とX の内積).
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(LP) min a0 · x

sub.to ap · x = bp (p = 1, . . . ,m), R
n ∋ x ≥ 0.

(SDP) min A0 • X

sub.to Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), S
n ∋ X � O.

⇑































m = 2, n = 2, b1 = 7, b2 = 9, X12 = X21,

X =

(

X11 X12

X21 X22

)

, A0 =

(

−1 −1

−1 −5

)

,

A1 =

(

2 1.5

1.5 1

)

, A2 =

(

2 0.5

0.5 3

)

.

min −X11 − 2X12 − 5X22

sub.to 2X11 + 3X12 +X22 = 7, 2X11 +X12 + 3X22 = 9,
(

X11 X12

X12 X22

)

� O.
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第１部 SDPの基礎

1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方
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(SDP) min A0 • X

sub.to Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), S
n ∋ X � O.

S
n ∋ X � O : semidefinite constraint.
定義: X � O if
uT Xu =

∑n

i=1

∑n

j=1Xijuiuj ≥ 0 for ∀u ∈ R
n.

定義: X ≻ O if uT Xu =
∑n

i=1

∑n

j=1Xijuiuj > 0 for ∀u 6= 0.

X � O (≻ O) ⇔ n個の固有値がすべて非負 (正).
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(SDP) min A0 • X

sub.to Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), S
n ∋ X � O.

S
n : n(n+ 1)/2次元線形空間.

X + Y ∈ S
n for ∀X ∈ S

n, ∀Y ∈ S
n.

αX ∈ S
n for ∀α ∈ R, ∀X ∈ S

n.
線形独立性．
n(n+ 1)/2個基底.

(

1 0

0 0

)

,

(

0 1

1 0

)

,

(

0 0

0 1

)

: S
2 の基底.

A, X ∈ S
n の内積： A • X =

n
∑

i=1

n
∑

j=1

AijXij = trace AX.
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(SDP) min A0 • X

sub.to Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), S
n ∋ X � O.

R
n
+ ≡ {x ∈ R

n : x ≥ 0} と S
n
+ ≡ {X ∈ S

n : X � O} 共通点.

R
n
+ は閉凸錐
自己双対; (Rn

+)∗ ≡
{

y ∈ R
n : y • x ≥ 0, ∀x ∈ R

n
+

}

= R
n
+.

x, y ∈ R
n
+, x · y = 0 =⇒ xiyi = 0 (i = 1, . . . , n).

S
n
+ は閉凸錐
自己双対; (Sn

+)∗ ≡
{

Y ∈ S
n : Y • X ≥ 0,∀X ∈ S

n
+

}

= S
n
+.

X, Y ∈ S
n
+, X • Y = 0 =⇒ XY = O.

R
n
+, S

n
+ は対称錐の特殊な場合⇒対称錐上の線形計画問題 [15]．
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第１部 SDPの基礎

1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方
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等式標準形 min A0 • X

(SDP) sub.to Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), X � O.

⇑

複数の行列変数をもった等式標準形：
(SDP)’ min

∑t

q=1 A
q
0 • Xq

sub.to
∑t

q=1 Aq
p • Xq = bp (p = 1, . . . ,m),

S
nq

∋ Xq � O (q = 1, . . . , t).

Ap ≡













A1
p O · · · O

O A2
p · · · O

...
...

. . .
...

O O · · · At
p













, X ≡













X1 O · · · O

O X2 · · · O
...

...
. . .

...
O O · · · Xt













.
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等式標準形 min A0 • X

(SDP) sub.to Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), X � O.

⇑

複数の行列変数をもった等式標準形：
(SDP)’ min

∑t

q=1 A
q
0 • Xq

sub.to
∑t

q=1 Aq
p • Xq = bp (p = 1, . . . ,m),

S
nq

∋ Xq � O (q = 1, . . . , t).

nq = 1 (q = 1, . . . , t) ⇒, (SDP)’は LPの等式標準形．ここ
で，Aq

p ∈ R, Xq ∈ R.

一般のSDPは等式標準形 (SDP)に帰着出来るか?
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等式標準形 min A0 • X

(SDP) sub.to Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), X � O.

⇑ ?

システムと制御からの例

min λ

sub.to

(

XA + AT X + CT C XB + CT D

BT X + DT C DT D − I

)

� λI,

X � −λI.

ただし，X ∈ S
n and λ ∈ Rは変数, A, B, C, D はデータ行列.

U � V or V � U ⇐⇒ U − V � O
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等式標準形 min A0 • X

(SDP) sub.to Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), X � O.

一般に，任意のSDPを等式標準形 (SDP)に帰着出来るか?

理論的には “Yes”. しかし，非実用的，困難.

むしろ，等式条件付き LMI (Linear Matrix Inequality)標準
形に変換するほうが容易で，かつ，実用的な場合が多い．
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一般のSDP

min x1, . . . , xk, Xq (q = 1, . . . , t)の線形関数
sub.to x1, . . . , xk, Xq (q = 1, . . . , t)の線形等式,

x1, . . . , xk, Xq (q = 1, . . . , t)の線形（行列）不等式,
x1, . . . , xk ∈ R (実変数),
S

nq

∋ Xq� O (q = 1, . . . , t) (半正定値行列変数).

等式条件付き LMI (Linear Matrix Inequality)標準形への変換

各Xq ∈ S
nq を S

nq の基底 E
q
ij (1 ≤ i ≤ j ≤ nq)を用いて

Xq =
∑

1 ≤ i ≤ j ≤ nq

E
q
ijy

q
ij,

と表現し，一般の SDP に代入する. ただし yq
ij : 実変数，E

q
ij :

(i, j), (j, i)要素のみが 1でその他の要素が 0の nq × nq 行列.

Introduction to SDP – p.25/113



一般のSDP

min x1, . . . , xk, Xq (q = 1, . . . , t)の線形関数
sub.to x1, . . . , xk, Xq (q = 1, . . . , t)の線形等式,

x1, . . . , xk, Xq (q = 1, . . . , t)の線形（行列）不等式,
x1, . . . , xk ∈ R (実変数),
S

nq

∋ Xq� O (q = 1, . . . , t) (半正定値行列変数).

等式条件付き LMI (Linear Matrix Inequality)標準形

minimize y1, . . . , yℓ の線形関数
subject to y1, . . . , yℓ の線形等式,

y1, . . . , yℓ の線形 (行列)不等式,
y1, . . . , yℓ ∈ R (実変数).

双対をとると⇒自由変数をもった等式標準形.
CSDP, PENON, SDPA, SDPT3, SeDuMiを適用可能．
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第１部 SDPの基礎

1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方
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対称行列 Aの固有値

最大固有値 = min {λ : λI � A}

= min {λ : λI − A � O} .

最小固有値 = max {λ : A − λI � O} .

対称行列の固有値を含んだ問題を SDPとして定式化．
Linear Matrix inequality (LMI) A(·) � O

max λ sub.to A(·) − λI � O.

ただし, A(·)は行列，ベクトル変数の線形写像．例えば

A(X) =

(

XA + AT X + CT C XB + CT D

BT X + DT C DT D − I

)

� O.

[12] S. Boyd, L. El Ghaui, E. Feron and V. Balakrishnan, Linear
Matrix Inequalities in System and Control Theory, SIAM,
Philadelphia, 1994.
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Schur complement

A ∈ S
k, 正定値, X ∈ R

k×ℓ, Y ∈ S
ℓ.

⇒

Y − XT A−1X � O ⇔

(

A X

XT Y

)

� O.

Xに関して２次 Xに関して線形

A = I, X = x ∈ R
k, Y = y ∈ Rのとき，

y − xT x ≥ 0 ⇔

(

I x

xT y

)

� O.
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分数凸計画問題

min
(Lx − c)T (Lx − c)

dT x
sub.to Ax ≥ b.

L, A : 行列，c : 実数, d, b : 列ベクトル, dT x > 0 if Ax ≥ b.

m

min ζ sub.to ζ ≥
(Lx − c)T (Lx − c)

dT x
, Ax ≥ b.

m ζ −
(Lx − c)T (Lx − c)

dT x
≥ 0 ⇔

(

(dT x)I Lx − c

(Lx − c)T ζ

)

� O.

SDP: min. ζ sub.to

(

dT xI Lx − c

(Lx − c)T ζx

)

� O, Ax ≥ b.

⇒ SOCP (Second-order cone program)
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第１部 SDPの基礎

1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方
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LPの主問題，双対問題
P min a0 · x s.t ap · x = bp (p = 1, . . . ,m), x ≥ 0.

D max
∑m

p=1 bpyp s.t
∑m

p=1 apyp + s = a0, s ≥ 0.

SDPの主問題，双対問題
P min A0 • X s.t Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), X � O.

D max
∑m

p=1 bpyp s.t
∑m

p=1 Apyp + S = A0, S � O.

弱双対性
LP : x · s = a0 · x −

∑m

j=1 bpyp ≥ 0 for ∀ feasible x, y, s.

SDP : X • S = A0 • X −
m
∑

j=1

bpyp ≥ 0 for ∀ feasible X, y, S.

0 ≤ X • S = S • X =
(

A0 −
∑m

p=1 Apyp

)

• X

= A0 • X −
∑m

p=1(Ap • X)yp

= A0 • X −
∑m

j=1 bpyp.
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LPの主問題，双対問題
P min a0 · x s.t ap · x = bp (p = 1, . . . ,m), x ≥ 0.

D max
∑m

p=1 bpyp s.t
∑m

p=1 apyp + s = a0, s ≥ 0.

SDPの主問題，双対問題
P min A0 • X s.t Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), X � O.

D max
∑m

p=1 bpyp s.t
∑m

p=1 Apyp + S = A0, S � O.

強双対性　 ∃ feasible (x, y, s) (x ≥ 0, s ≥ 0) ⇒

LP : x̄ · s̄ = a0 · x −
∑m

j=1 bpȳp = 0 at ∀ optimal (x̄, ȳ, s̄).

∃ interior feasible (X, y, S) (X ≻ O, S ≻ O) ⇒

SDP : X̄ • S̄ = A0 • X̄ −
m
∑

j=1

bpȳp = 0 at ∀ optimal (X̄, ȳ, S̄).

強双対性のためには,
“∃ interior feasible (X,y,S)”が必要! ⇒例— [73]
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自由変数をもった等式標準形とその双対問題
自由変数をもった等式標準形

P min A0 • X + dT
0 z

sub.to Ap • X + dT
p z = bp (p = 1, . . . ,m),

S
n ∋ X � O, z ∈ R

ℓ (自由変数).

ただし， dp ∈ R
ℓ (p = 0, 1, . . . ,m).

m 双対
等式条件付き LMI標準形

D max
m
∑

p=1

bpyp

sub.to A0 −
m
∑

p=1

Apyp � O,

m
∑

p=1

dpyp = d0.
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第１部 SDPの基礎

1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方

Introduction to SDP – p.35/113



既存の数値解法— NEOS Solver [57]
内点法
主双対スケーリング, CSDP(Borchers [10]),
SDPA(Fujisawa et al. [17, 18, 76]),
SDPT3(Toh-Todd-Tutuncu [69]), SeDuMi(Sturm [64])
双対スケーリング, DSDP(Benson-Ye-Zhang [3])

非線形最適化に基づく方法
Spectral bundle method(Helmberg-Rendl [24])
Gradient-based log-barrier method(Burer-Monteiro [13])
PENON(Kocvara [32]) — Generalized augmented
Lagrangian
Saddle point mirror-prox algorithm
(Lu-Nemirovski-Monteiro [48])

中規模までの SDP (e.g. n, m ≤ 5000)，高精度
大規模 SDP (e.g., n, m ≥ 10, 000)，低精度
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既存の数値解法— NEOS Solver [57]
内点法
主双対スケーリング, CSDP(Borchers [10]),
SDPA(Fujisawa et al. [17, 18, 76]),
SDPT3(Toh-Todd-Tutuncu [69]), SeDuMi(Sturm [64])
双対スケーリング, DSDP(Benson-Ye-Zhang [3])

非線形最適化に基づく方法
Spectral bundle method(Helmberg-Rendl [24])
Gradient-based log-barrier method(Burer-Monteiro [13])
PENON(Kocvara [32]) — Generalized augmented
Lagrangian
Saddle point mirror-prox algorithm
(Lu-Nemirovski-Monteiro [48])

•並列化:
SDPA ⇒ SDPARA (Y-F-K [77]), SDPARA-C (N-Y-F-K [55]
DSDP ⇒ PDSDP (Benson [2])
CSDP ⇒ Borchers-Young [11]

Spectral bundle method ⇒ Nayakkankuppam [56]
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既存の数値解法— NEOS Solver [57]
内点法
主双対スケーリング, CSDP(Borchers [10]),
SDPA(Fujisawa et al. [17, 18, 76]),
SDPT3(Toh-Todd-Tutuncu [69]), SeDuMi(Sturm [64])
双対スケーリング, DSDP(Benson-Ye-Zhang [3])

非線形最適化に基づく方法
Spectral bundle method(Helmberg-Rendl [24])
Gradient-based log-barrier method(Burer-Monteiro [13])
PENON(Kocvara [32]) — Generalized augmented
Lagrangian
Saddle point mirror-prox algorithm
(Lu-Nemirovski-Monteiro [48])

Online Solver
NEOS Solver — CSDP, SDPA, SDPT3, DSDP,

PENON, SeDuMi
SDPA Online [18] — SDPA

その並列版SDPARA, SDPARA-C
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第１部 SDPの基礎

1. LP vs SDP

2. SDPの魅力
3. 等式標準形
4. 半正定値行列および対称行列の内積
5. 一般のSDP

6. SDPの例
7. 双対定理
8. SDPに対する数値解法，ソフトウェア
9. 主双対内点法の基本的な考え方

基本的な考え方線形計画問題に対する主双対内点法と同じ
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P min A0 • X s.t. Ap • X = bp (∀p), X ∈ Sn
+.

D max
∑m

p=1 bpyp s.t.
∑m

p=1 Apyp + S = A0, S ∈ Sn
+.

中心パスを追跡→ an opt. sol. in the primal-dual space.

(X(µ), y(µ),S(µ))

0 ← µ

(X*, y*,S*)

中心パスの定義？
中心パスの追跡法—参考文献 [82]
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P min A0 • X s.t. Ap • X = bp (∀p), X ∈ Sn
+.

D max
∑m

p=1 bpyp s.t.
∑m

p=1 Apyp + S = A0, S ∈ Sn
+.

対数 barrier付き主双対SDP, µ > 0.

P(µ) min A0 • X − µ log det X

s.t. Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), X ≻ O.

D(µ) max
∑m

p=1 bpyp + µ log det S

s.t.
∑m

p=1 Apyp + S = A0, S ≻ O.

− log det X : 境界に近づかないための対数 barrier項
X ∈ the interior of Sn

+ ≡ {X ∈ S
n : X � O} ⇔ det X > 0.

X ∈ the boundary of Sn
+ ⇔ det X = 0.
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P min A0 • X s.t. Ap • X = bp (∀p), X ∈ Sn
+.

D max
∑m

p=1 bpyp s.t.
∑m

p=1 Apyp + S = A0, S ∈ Sn
+.

対数 barrier付き主双対SDP, µ > 0.

P(µ) min A0 • X − µ log det X

s.t. Ap • X = bp (p = 1, . . . ,m), X ≻ O.

D(µ) max
∑m

p=1 bpyp + µ log det S

s.t.
∑m

p=1 Apyp + S = A0, S ≻ O.

C = {(X(µ), y(µ),S(µ)) : µ > 0} : 中心パス

(X(µ), y(µ),S(µ))

0 ← µ

(X*, y*,S*)

(X(µ), y(µ), S(µ)) ∈ C

m










Ap • X = bp (∀p), X ≻ 0,
∑m

p=1 Apyp + S = A0, S ≻ 0,

XS = µI.
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第２部多項式最適化問題への応用
1. 多項式最適化問題 (POP)

2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)
3. 無制約多項式最適化問題

3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに

SOS — Sum of Squares
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POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m).

R
n : n-次元 Euclid空間，n-次元ベクトルの空間.

x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n : ベクトル変数.

fj(x) : x ∈ R
n に関する n変数多項式 (j = 0, 1, . . . ,m).

例. n = 3

min f0(x) ≡ x3
1 − 2x1x

2
2 + x2

1x2x3 − 4x2
3

sub.to f1(x) ≡ −x2
1 + 5x2x3 + 1 ≥ 0,

f2(x) ≡ x2
1 − 3x1x2x3 + 2x3 + 2 ≥ 0,

f3(x) ≡ −x2
1 − x2

2 − x2
3 + 1 ≥ 0,

x1(x1 − 1) = 0 (0-1整数条件),

x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x2x3 = 0 (相補性条件).

多項式最適化問題の記述力は高い．
非線形最適化+組合せ最適化での大域的最適化の数理モデル.
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POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m).

SDP緩和 (＝多項式２乗緩和)に対する２種類の approach

Primal approach Dual approach

POP ⇒ 一般化 Lagrange双対問題
m 自明な不等式の追加 双対 ⇓

Polynomial SDP ⇓ SOS緩和
⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩和) [41, 27] ⇔ SDP(緩和) [60, 61, 41]

[41] J.B.Lasserre, SIAM J. on Optimization, 11 (2001)
796–817. [27] GloptiPoly.
[60] P.A.Parrilo, Math. Prog., 96 (2003) 293–320.
[61] SOSTOOLS.
解説— [83]小島,システム／制御／情報 48 (2004) 477-482.
[71] SparsePOP.
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POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m).

SDP緩和 (＝多項式２乗緩和)に対する２種類の approach

Primal approach Dual approach

POP ⇒ 一般化 Lagrange双対問題
m 自明な不等式の追加 双対 ⇓

Polynomial SDP ⇓ SOS緩和
⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩和) [41, 27] ⇔ SDP(緩和) [60, 61, 41]

主双対内点法を用いると，SDP, SDPを同時に解く．
近似最適解は SDPから得られる．
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POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m).

SDP緩和 (＝多項式２乗緩和)に対する２種類の approach

Primal approach Dual approach

POP ⇒ 一般化 Lagrange双対問題
m 自明な不等式の追加 双対 ⇓

Polynomial SDP ⇓ SOS緩和
⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩和) [41, 27] ⇔ SDP(緩和) [60, 61, 41]

制約付きPOPでは，SDPの列，{SDPr}を生成．各 SDPr

はPOPの目的関数値の下界 ζr と近似最小解 xr を生成する．
理論的には，比較的緩い条件の下で，ζr → POPの最適値，
xr → POPの最適解．
SDPrのサイズは急激に増大，発散する⇒実用上の困難．
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POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m).

SDP緩和 (＝多項式２乗緩和)に対する２種類の approach

Primal approach Dual approach

POP ⇒ 一般化 Lagrange双対問題
m 自明な不等式の追加 双対 ⇓

Polynomial SDP ⇓ SOS緩和
⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩和) [41, 27] ⇔ SDP(緩和) [60, 61, 41]

多項式の疎性の活用— Kim, Kojima, Muramatsu and Waki
[30, 35, 72], SparsePOP [71], Lasserre [42].

多項式 SDPへの拡張— Kojima [33], Hol and Scherer [29],
Henrion and Lasserre [27].

対称錐上の多項式多項式最適化問題への拡張— Kojma and
Muramatsu [38, 39]
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疎性を持った多項式 SDP-SOCP問題の例

min
∑n

i=1 aixi

s.t.

(

1 0

0 1

)

+

(

bj cj

cj dj

)

xj +

(

1 1

1 1

)

xjxj+1

+

(

−2 1

1 −1

)

xj+1 � O,

(多項式行列不等式)

0.3(x3
k + xn) + 1 − ‖(xk + βi, xn)‖ ≥ 0 (j, k = 1, . . . , n− 1),

(多項式２次錐不等式)

1 − x2
p − x2

p+1 − x2
n ≥ 0 (p = 1, . . . , n− 2).

ここで ai, bj , dj ∈ (−1, 0), cj, βj ∈ (0, 1)は乱数で定める．
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに

SOS — Sum of Squares
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f(x) : n変数非負多項式 ⇔ f(x) ≥ 0 (∀x ∈ R
n).

N : n変数非負多項式の集合.

n変数多項式 f(x) : SOS (Sum of Squares of Polynomials)
m

f(x) : (複数個の) n変数多項式の２乗和，すなわち

∃有限本の n変数多項式 g1(x), . . . , gk(x); f(x) =
k
∑

i=1

gi(x)2.

Σ : SOSの集合. Σ2r ⊂ Σ : 高々 r 次の n変数多項式の２乗和.

例. n = 2. f(x) = (x2
1 − 2x2 + 1)2 + (3x1x2 + x2 − 4)2 ∈ Σ4.

例. n = 2. f(x1, x2) = (x1x2 − 1)2 + x2
1 ∈ Σ4.

inf{f(x1, x2) : (x1, x2) ∈ R
2} = 0; 0 < x1 → 0, x2 = 1/x1,

6 ∃最小点
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f(x) : n変数非負多項式 ⇔ f(x) ≥ 0 (∀x ∈ R
n).

N : n変数非負多項式の集合.

n変数多項式 f(x) : SOS (Sum of Squares of Polynomials)
m

f(x) : (複数個の) n変数多項式の２乗和，すなわち

∃有限本の n変数多項式 g1(x), . . . , gk(x); f(x) =
k
∑

i=1

gi(x)2.

Σ : SOSの集合. Σ2r ⊂ Σ : 高々 r 次の n変数多項式の２乗和.

理論的には，Σ ⊂ N，Σ 6= N . ただし，f(x) 6∈ Σなる
f(x) ∈ N は稀少．
実用的上これを同一視 =⇒ SOS最適化,緩和.
n = 1のときは，Σ = N . ∀n ≥ 1で，２次 n変数非負多項式
の集合 = Σ2.
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

!! 復習 !!

SDP緩和 (＝多項式２乗緩和)に対する２種類の approach

Primal approach Dual approach

P ⇒ 双対問題
m 自明な不等式の追加 双対 ⇓

Polynomial SDP ⇓ SOS緩和
⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩和) ⇔ SDP(緩和)
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

半無限計画 (Pの双対問題) m

P ’: max ζ sub.to f(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

m

f(x) − ζ ∈ N (n変数非負多項式の集合)

ここで，xは変数ではない！不等式を記述するインデックス.
f(x)

x

ζ
ζ *
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

半無限計画 (Pの双対問題) m

P ’: max ζ sub.to f(x) − ζ ≥ 0 (∀x ∈ R
n)

m

f(x) − ζ ∈ N (n変数非負多項式の集合)

Σ2r ⊂ Σ ⊂ N ⇓ P ′ の部分問題 = P の緩和
P": max ζ

sub.to f(x) − ζ ∈ Σ2r (高々 r 次の n変数多項式の２乗和)

P の最小値 = P ′ の最大値 ≥ P”の最大値
⇓

SDP(半正定値計画問題)に帰着
f の次数 2r に対応して，SDP緩和問題が１つ作られる．
SDP緩和問題の列が作られるのは制約付きPOPの場合．
POPの (近似)最適解は，SDPの双対問題から得られる．
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
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高々 r 次の n変数多項式の２乗和の集合

Σ2r ≡

{

k
∑

i=1

gi(x)2 : k ≥ 1, gi(x)は高々 r 次の n変数多項式
}

高々 r 次の n変数多項式の基底をなす単項式よりなるベクトル
ur(x)T = (1, x1, x2, . . . , xn, x

2
1, x1x2, x1x3, . . . , x

2
n, . . . , x

r
1, . . . , x

r
n)T

とすると，任意の r 次の n変数多項式 g(x)は，
g(x) = aT ur(x) for ∃a ∈ R

d(r)

と表現できる．ただし，d(r) ≡
(

n+ r

r

)

は ur(x)の次元.

例: n = 2, r = 2

g(x1, x2) = 1 − 2x1 − 4x2
1 + 5x1x2 − 6x2

2

= (1, −2, 0, −4, 5,−6)(1, x1, x2, x
2
1, x1x2, x

2
2)

T

= aT u2(x),
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Σ2r ≡

{

k
∑

i=1

gi(x)2 : k ≥ 1, gi(x)は高々 r 次
}

=

{

k
∑

i=1

(

aT
i ur(x)

)2
: k ≥ 1, ai ∈ R

d(r)

}

=

{

ur(x)T

(

k
∑

i=1

aia
T
i

)

ur(x) : k ≥ 1, ai ∈ R
d(r)

}

=
{

ur(x)TV ur(x) : V は d(r) × d(r)半正定値行列
}

.
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例１．高々 3次の 1変数多項式の２乗和の集合

Σ6 ≡

{

k
∑

i=1

gi(x)2 : k ≥ 1, gi(x)は高々 3次
}

=

































1

x

x2

x3











T

V











1

x

x2

x3











: V は 4 × 4半正定値行列






















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例２．高々 2次の 2変数多項式の２乗和の集合

Σ4 ≡

{

k
∑

i=1

gi(x)2 : k ≥ 1, gi(x)は高々 2次
}

=































































1

x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2





















T

V





















1

x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2





















: V は 6 × 6半正定値行列










































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例３．SOS最適化 =⇒ SDP：f(x) = −11x+ 2x2 − 3x3 + 4x4

max ζ sub.to f(x) − ζ ∈ Σ4 (高々 2次の 1変数多項式の２乗和)

m

max ζ Sum of Squares

sub.to f(x) − ζ =







1

x

x2







T





V11 V12 V13

V12 V22 V23

V13 V23 V33













1

x

x2







3 × 3 V � O

m 等式の両辺での 1, x, x2, x3, x4 の係数が一致
SDP (半正定値計画問題)

max ζ sub.to −ζ = V11, −11 = 2V12, 2 = 2V13 + V22,

−3 = 2V23, 4 = V33, V � O

一般には，等式条件は ζ と V の要素に関する線形方程式系．
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例４．SOS最適化 =⇒ SDP：f(x) = −11x1 + 2x1x2 + 3x2
1 + 4x2

2

max ζ sub.to f(x) − ζ ∈ Σ2 (高々 1次の 2変数多項式の２乗和)

⇓

max ζ Sum of Squares

sub.to f(x) − ζ =







1

x1

x2







T





V11 V12 V13

V12 V22 V23

V13 V23 V33













1

x1

x2







3 × 3 V � O

m 等式の両辺での 1, x1, x2, x1x2, x
2
1, x

2
2 の係数が一致

SDP (半正定値計画問題)
max ζ sub.to −ζ = V11, −11 = 2V12, 0 = 2V13,

2 = 2V23, 3 = V22, 4 = V33,V � O

一般には，等式条件は ζ と V の要素に関する線形方程式系．
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに Introduction to SDP – p.65/113



P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

Polynomial SDP m 自明な不等式の追加
P ’: min f(x) sub.to ur(x)ur(x)T � O (常に成り立つ条件)．

ur(x)T = (1, x1, x2, . . . , xn, x
2
1, x1x2, x1x3, . . . , x

2
n, . . . , x

r
1, . . . , x

r
n)T

m ur(x)ur(x)T を展開して書き直す

P”: min
∑

α ∈ F

cαxα sub.to
∑

α ∈ F

Gαxα � O．

cα ∈ R, Gα : ur(x)ur(x)T と同じサイズの行列，
xα = xα1

1 · · · xαn
n : 単項式．
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u2(x)u2(x)T = (1 x1 x2)
T (1 x1 x2)

=







1 x1 x2

x1 x2
1 x1x2

x2 x1x2 x2
2







=







1 0 0

0 0 0

0 0 0






x(0,0) +







0 1 0

1 0 0

0 0 0






x(1,0)

+







0 0 1

0 0 0

1 0 0






x(0,1) +







0 0 0

0 0 1

0 1 0






x(1,1)

+







0 0 0

0 1 0

0 0 0






x(2,0) +







0 0 0

0 0 0

0 0 1






x(0,2)
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

Polynomial SDP m 自明な不等式の追加
P ’: min f(x) sub.to ur(x)ur(x)T � O (常に成り立つ条件)．

ur(x)T = (1, x1, x2, . . . , xn, x
2
1, x1x2, x1x3, . . . , x

2
n, . . . , x

r
1, . . . , x

r
n)T

m ur(x)ur(x)T を展開して書き直す

P”: min
∑

α ∈ F

cαxα sub.to
∑

α ∈ F

Gαxα � O．

線形化 ⇓各 xα を実数変数 yα で置き換える

SDP: min
∑

α ∈ F

cαyα sub.to
∑

α ∈ F

Gαyα � O．

x : Pの許容解⇒ x : P”の許容解⇒ yα = xα (α ∈ F) : SDP
の許容解;目的関数値は同じ．ゆえに，SDPはPの緩和問題.
x1 = y(1,0,...,0), . . . , xn = y(0,...,0,1) が Pの近似解.
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例３のSDP緩和：f(x) = −11x+ 2x2 − 3x3 + 4x4 →最小化
Polynomial SDP m 自明な不等式の追加

min f(x) = −11x+ 2x2 − 3x3 + 4x4

sub.to







1

x

x2













1

x

x2







T

≡







1 x x2

x x2 x3

x2 x3 x4






� O.

線形化 m 各 xα を yα で置き換える
min −11y1 + 2y2 − 3y3 + 4y4

sub.to







1 0 0

0 0 0

0 0 0






+







0 1 0

1 0 0

0 0 0






y1 +







0 0 1

0 1 0

1 0 0






y2

+







0 0 0

0 0 1

0 1 0






y3 +







0 0 0

0 0 0

0 0 1






y4 � O.
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

!! 復習 !!

SDPはSOS緩和から導かれるSDPの双対問題．

SDP緩和 (＝多項式２乗緩和)に対する２種類の approach

Primal approach Dual approach

P ⇒ 双対問題
m 自明な不等式の追加 双対 ⇓

Polynomial SDP ⇓ SOS緩和
⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩和) ⇔ SDP(緩和)
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
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POP: min f0(x) sub.to fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m).

!! 復習!!

SDP緩和 (＝多項式２乗緩和)に対する２種類の approach

Primal approach Dual approach

POP ⇒ 一般化 Lagrange双対問題
m 自明な不等式の追加 双対 ⇓

Polynomial SDP ⇓ SOS緩和
⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩和) [41, 27] ⇔ SDP(緩和) [60, 61, 41]

SDPの列，{SDPr}を生成．各 SDPrはPOPの目的関数値
の下界 ζr と近似最小解 xr を生成する．
理論的には，比較的緩い条件の下で，ζr → POPの最適値，
xr → POPの最適解．
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
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POP: min f0(x) s.t. x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

!! 通常の Lagrange関数，Lagrange緩和 !!

Lagrange関数: L(x,w) = f0(x) − w1f1(x) · · · − wmfm(x).

ただし，w ∈ R
m
+ ≡ {w = (w1, . . . , wm) ∈ R

m : wj ≥ 0}.
Lagrange関数の性質： ∀w ∈ R

m
+ に対して，

x ∈ S ⇒ fj(x) ≥ 0 (∀j) ⇒

L(x,w) = f0(x) − w1f1(x) · · · − wmfm(x)≤ f0(x)

Lagrange緩和問題： ∀w ∈ R
m
+ を固定して， min

x ∈ R
n
L(x,w)

したがって， min
x ∈ R

n
L(x,w) ≤ min

x ∈ S
f0(x) (∀w ∈ R

m
+ )

Lagrange双対問題： max
w ∈ R

m
+

min
x ∈ R

n
L(x,w)

wj ≥ 0を ϕj(x) ∈ Σに⇒一般化 Lagrange緩和,双対問題
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POP: min f0(x) s.t. x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

一般化 Lagrange関数:
L(x, ϕ) = f0(x) − ϕ1(x)f1(x) · · · − ϕm(x)fm(x).
ただし，ϕ(x) ∈ Σm ≡ {ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) : ϕj ∈ Σ}.

一般化 Lagrange緩和問題： min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)

一般化 Lagrange関数の性質： ∀ϕ(x) ∈ Σm に対して，
x ∈ S ⇒ fj(x) ≥ 0 (j = 1, . . . ,m) ⇒ L(x, ϕ) ≤ f0(x)

したがって， min
x ∈ R

n
L(x, ϕ) ≤ min

x ∈ S
f0(x) (∀ϕ(x) ∈ Σm)

一般化 Lagrange双対問題： max
ϕ(x) ∈ Σm

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)

•適当な条件のもとで， max
ϕ(x) ∈ Σm

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ) = min

x ∈ S
f0(x)

• max
ϕ(x) ∈ Σm

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)の近似⇒ SDP.
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POP: min f0(x) s.t. x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

一般化 Lagrange関数:
L(x, ϕ) = f0(x) − ϕ1(x)f1(x) · · · − ϕm(x)fm(x).
ただし，ϕ(x) ∈ Σm ≡ {ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) : ϕj ∈ Σ}.

一般化 Lagrange双対問題： max
ϕ(x) ∈ Σm

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)

部分問題： max
ϕ(x) ∈ Σm

2r

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)

ただし，Σm
2r = {ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) : ϕj(x) ∈ Σ2r}.

m

max ζ sub.to L(x, ϕ) − ζ ≥ 0, ϕ(x) ∈ Σm
2r.

⇓

SOS緩和 r：max ζ sub.to L(x, ϕ)−ζ = ψ(x) ∈ Σ2ω, ϕ(x) ∈ Σm
2r.

ただし，2ω は L(x, ϕ)の次数.
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POP: min f0(x) s.t. x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

一般化 Lagrange関数:
L(x, ϕ) = f0(x) − ϕ1(x)f1(x) · · · − ϕm(x)fm(x).
ただし，ϕ(x) ∈ Σm ≡ {ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) : ϕj ∈ Σ}.

一般化 Lagrange双対問題： max
ϕ(x) ∈ Σm

min
x ∈ R

n
L(x, ϕ)

⇓

SOS緩和 r：max ζ sub.to L(x, ϕ)−ζ = ψ(x) ∈ Σ2ω, ϕ(x) ∈ Σm
2r.

ただし，
Σm

2r = {ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) : ϕj(x) ∈ Σ2r} ,

2ω は L(x, ϕ)の次数

r ↑ ⇒精度 ↑, SOS緩和 rのサイズ ↑↑.
さらに，ϕj(x) = ur(x)T V jur(x), V j � O,

ψ(x) = uω(x)T V m+1uω(x), V m+1 � O を代入⇒ SDPr.
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SOS緩和の例
min f0(x) = −11x+ 2x2 − 3x3 + 4x4 sub.to 1 − x2 ≥ 0.
r = 1, ω = 2.

SOS緩和 r：max ζ sub.to L(x, ϕ)− ζ=ψ(x) ∈ Σ4, ϕ(x) ∈ Σ2×1.

L(x, ϕ) = f0(x) − ϕ(x)(1 − x2),

Σ2×1 =

{

(

1 x
)

V 1

(

1 x
)T

: V 1 � O

}

,

Σ4 =

{

(

1 x x2
)

V 2

(

1 x x2
)T

: V 2 � O

}

.

max ζ

sub.to f0(x) −
(

1 x
)

V 1

(

1 x
)T

(1 − x2) − ζ

=
(

1 x x2
)

V 2

(

1 x x2
)T

for ∀x ∈ R,

V 1 � O, V 2 � O.

=の両辺を比較⇒ SDPr.
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに Introduction to SDP – p.79/113



POP: min f0(x) s.t. x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

⇓ r ≥ 0,
2ω ≈ max{2r + degfj (j = 1, . . . ,m), degf0}

= 一般化 Lagrange関数の次数
Poly. SDPr: min f0(x)

sub.to ur(x)ur(x)Tfj(x) � O (j = 1, . . . ,m),

uω(x)uω(x)T � O.

ur(x)T = (1, x1, x2, . . . , xn, x
2
1, x1x2, x1x3, . . . , x

2
n, . . . , x

r
1, . . . , x

r
n)T

m ur(x)ur(x)Tfj(x), uω(x)uω(x)T を展開して書き直す

min
∑

α ∈ F

cαxα sub.to
∑

α ∈ F

Gjαxα � O,
∑

α ∈ F

Hαxα � O.

線形化 ⇓各 xα を実数変数 yα で置き換える ⇒ SDP

min
∑

α ∈ F

cαyα sub.to
∑

α ∈ F

Gjαyα � O,
∑

α ∈ F

Hαyα � O.
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POP: min f0(x) s.t. x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

緩和の精度を決めるパラメータ rについて
SOS緩和 r：max ζ sub.to L(x, ϕ)−ζ = ψ(x) ∈ Σ2ω, ϕ(x) ∈ Σm

2r.

ただし，Σm
2r = {ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) : ϕj(x) ∈ Σ2r}.

SDP緩和 r —以下の問題の展開・線形化
Poly. SDPr: min f0(x)

sub.to ur(x)ur(x)Tfj(x) � O (j = 1, . . . ,m),

uω(x)uω(x)T � O.

ur(x)T = (1, x1, x2, . . . , xn, x
2
1, x1x2, x1x3, . . . , x

2
n, . . . , x

r
1, . . . , x

r
n)T

rをすべての j に共通にとったが，SOS緩和 r，Poly. SDPr

の多項式次数のバランスをとるため，fj(x)の次数に依存:
ωmax = max{⌈deg fj(x)/2⌉ : j = 0, 1, . . . ,m},

ω ≥ ωmax, rj = ω − ⌈deg fj(x)/2⌉ (j = 1, . . . ,m).

ω がPoly. SDPω, SOS緩和ωのサイズとPOPの近似解の
精度を決める—最大で次数 2ωの SOSを使用．
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POP: min f0(x) s.t. x ∈ S ≡ {x ∈ R
n : fj(x)≥0 (j = 1, . . . ,m)}

複数個の最適解をもつ場合について

これまで述べた方法で，最適値は近似できるが，最適解は近
似出来ない．
Gloptipoly [27]最適解が有限個である場合には，Henrion
and Lassere [28]の方法を使ってすべての最適解を近似計算
出来るが，規模の大きい問題に対してはコストが高い．
SparsePOP [71]目的関数に微小な線形関数を加えて最適解
を１つにする;目的関数を

f0(x) + ǫ
n
∑

i=1

pixi

で置き換える．ただし，pi ∈ [0, 1]は乱数，ǫは微小な正数，
例えば ǫ =1.e-4.
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに Introduction to SDP – p.83/113



第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに Introduction to SDP – p.84/113



P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

!! 復習 !!

SDP緩和 (＝多項式２乗緩和)に対する２種類の approach

Primal approach Dual approach

P ⇒ 双対問題
m 自明な不等式の追加 双対 ⇓

Polynomial SDP ⇓ SOS緩和
⇓ 線形化 双対 ⇓

SDP(緩和) ⇔ SDP(緩和)

多項式の疎性の活用— Kim, Kojima, Muramatsu and Waki
[30, 35, 72], SparsePOP [71], Lasserre [42].
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例題: 一般化した Rosenbrock関数の最小化
f(x) =

∑n

i=2

(

100(xi − x2
i−1)

2 + (1 − xi)
2
)

.

SOS緩和
max ζ

s.t. f(x) − ζ ∈ (SOS of deg-2. poly. in x1, . . . , xn)

SOS緩和のサイズ x1, . . . , xn の高々4次の単項式の種類 =
(n+4)C4; n ≥ 20の問題は解くことが困難.
目的関数 f(x)の Hesse行列は sparse Cholesky分解可能!

sparse SOS緩和
max ζ

s.t. f(x) − ζ ∈
∑n

i=2 (SOS of deg-2. poly. in xi−1, xi)

sparse SOS緩和のサイズ ≤ “2変数の高々4次の単項式の種
類” ×(n− 1) = 15(n− 1).
f(x)の Hesse行列は３重対角；sparse Cholesky分解可能.

=⇒一般化
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

Hf : f(x)の Hessian行列の疎パターン
Hf ij = ⋆ if i = j or ∂2f(x)/∂xi∂xj 6≡ 0, 0 otherwise.

f(x) : c-sparse ⇔ Hf が sparse Cholesky分解可能.

例. f(x) = x4
1 + 2x2

1x
2
2 − x2x3 + x4

3 − 3x3x
2
4 + x4

4 − x4x5 + x6
5.

R =

















⋆ ⋆ 0 0 0

⋆ ⋆ ⋆ 0 0

0 ⋆ ⋆ ⋆ 0

0 0 ⋆ ⋆ ⋆

0 0 0 ⋆ ⋆

















= LLT , L =

















⋆ 0 0 0 0

⋆ ⋆ 0 0 0

0 ⋆ ⋆ 0 0

0 0 ⋆ ⋆ 0

0 0 0 ⋆ ⋆

















.

この Cholesky分解では fill-inが起きない．

Introduction to SDP – p.87/113



P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

Hf : f(x)の Hessian行列の疎パターン
Hf ij = ⋆ if i = j or ∂2f(x)/∂xi∂xj 6≡ 0, 0 otherwise.

f(x) : c-sparse ⇔ Hf が sparse Cholesky分解可能.

(a) sparse Cholesky分解は chordal graph G(N,E)で特徴付け
られる; N = {1, . . . , n}, E = {(i, j) : Hf ij = ⋆} + “fill-in”.

chordal ⇔ 4本以上の edgeからなる ∀サイクルは chordをもつ．

R =

















⋆ ⋆ 0 0 0

⋆ ⋆ ⋆ 0 0

0 ⋆ ⋆ ⋆ 0

0 0 ⋆ ⋆ ⋆

0 0 0 ⋆ ⋆

















chordal

1

2 3 4

5

C1 = {i, i+ 1} (i = 1, . . . , 4)
—最大クリーク族
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

Hf : f(x)の Hessian行列の疎パターン
Hf ij = ⋆ if i = j or ∂2f(x)/∂xi∂xj 6≡ 0, 0 otherwise.

f(x) : c-sparse ⇔ Hf が sparse Cholesky分解可能.

(a) sparse Cholesky分解は chordal graph G(N,E)で特徴付け
られる; N = {1, . . . , n}, E = {(i, j) : Hf ij = ⋆} + “fill-in”.

chordal ⇔ 4本以上の edgeからなる ∀サイクルは chordをもつ．

R =

















⋆ ⋆ 0 0 0

⋆ ⋆ ⋆ 0 ⋆

0 ⋆ ⋆ ⋆ 0

0 0 ⋆ ⋆ ⋆

0 ⋆ 0 ⋆ ⋆

















chordalでない

1

2 3 4

5
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

Hf : f(x)の Hessian行列の疎パターン
Hf ij = ⋆ if i = j or ∂2f(x)/∂xi∂xj 6≡ 0, 0 otherwise.

f(x) : c-sparse ⇔ Hf が sparse Cholesky分解可能.

(a) sparse Cholesky分解は chordal graph G(N,E)で特徴付け
られる; N = {1, . . . , n}, E = {(i, j) : Hf ij = ⋆} + “fill-in”.

chordal ⇔ 4本以上の edgeからなる ∀サイクルは chordをもつ．

R =

















⋆ ⋆ 0 0 0

⋆ ⋆ ⋆ 0 ⋆

0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0 0 ⋆ ⋆ ⋆

0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

















a chordal extension

1

2 3 4

5
C1 = {1, 2}, C2 = {2, 3, 5},
C3 = {3, 4, 5} —最大クリーク族
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P: min
x ∈ R

n
f(x) (ただし f(x)は x ∈ R

n の 2r 次 n変数多項式)

Hf : f(x)の Hessian行列の疎パターン
Hf ij = ⋆ if i = j or ∂2f(x)/∂xi∂xj 6≡ 0, 0 otherwise.

f(x) : c-sparse ⇔ Hf が sparse Cholesky分解可能.

(a) sparse Cholesky分解は chordal graph G(N,E)で特徴付け
られる; N = {1, . . . , n}, E = {(i, j) : Hf ij = ⋆} + “fill-in”.

(b) C1, C2, . . . , Cq ⊂ N を G(N,E)の最大クリークの族とする.

sparse SOS緩和
max ζ

s.t. f(x) − ζ ∈
∑q

k=1 (SOS of polynomials in xi (i ∈ Ck))
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例題: 一般化した Rosenbrock関数の最小化—再出
f(x) =

∑n

i=2

(

100(xi − x2
i−1)

2 + (1 − xi)
2
)

, deg f = 2ω, ω = 2.

f(x)のHesse行列の疎パターン行列Hf は３重対角で，対応す
る chordal graphは

1 2 n-1 n

Ci = {i− 1, i} (i = 2, . . . , n} : 最大クリーク族

sparse SOS緩和
max ζ

s.t. f(x) − ζ ∈
n
∑

i=2

(SOS of deg-ω. poly. in xi−1, xi)
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例題: さらに一般化した Rosenbrock関数の最小化
f(x) =

∑n

i=2

(

100(xi − x2
i−1)

2 + (1 − xi + xn)2
)

.

f(x)のHesse行列の疎パターン行列Hf は３重対角で，対応す
る chordal graphは

1 2 n-1

n

Ci = {i− 1, i, n} (i = 2, . . . , n− 1} : 最大クリーク族

sparse SOS緩和
max ζ

s.t. f(x) − ζ ∈
n−1
∑

i=2

(SOS of deg-2. poly. in xi−1, xi, xn)
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに Introduction to SDP – p.94/113



POP: min f0(x) s.t. fj(xIj
)≥0 (j = 1, . . . ,m). Dual approach

仮定 f0 : c-sparse, i.e., Hf0 が sparse Cholesky分解可能,
fj : xi (i ∈ Ij ⊂ {1, . . . , n})のみの関数.

⇓ 一般化 Lagrange関数 L(x, ϕ)が c-sparseになるように構成

例: min f0(x) =
∑4

i=1(−x
3
i )

s.t. fj(xj, x4) = −j × x2
j − x2

4 + 1 ≥ 0 (j = 1, 2, 3).

L(x, ϕ) = f0(x) −
∑4

j=1 ϕj(xj, x4)fj(xj, x4)

Hesse行列の疎パターンR =











⋆ 0 0 ⋆

0 ⋆ 0 ⋆

0 0 ⋆ ⋆

⋆ ⋆ ⋆ ⋆










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POP: min f0(x) s.t. fj(xIj
)≥0 (j = 1, . . . ,m). Dual approach

仮定 f0 : c-sparse, i.e., Hf0 が sparse Cholesky分解可能,
fj : xi (i ∈ Ij ⊂ {1, . . . , n})のみの関数.

⇓ 一般化 Lagrange関数 L(x, ϕ)が c-sparseになるように構成

L(x, φ) = f0(x) −
∑m

j=1 ϕj(xIj
)fj(xIj

).

ここで，ϕj ∈ Σ
Ij

2rj
≡ “xi (i ∈ IJ)の高々rj次の多項式の２乗和”.

sparse SOS緩和ω — Dual approach：
max ζ

s.t. L(x, ϕ) − ζ ∈
q
∑

i=1

“SOS of poly.(deg ≤ ω) in xi (i ∈ Ck)”

ϕj ∈ Σ
Ij

2r (j = 1, . . . ,m).

ただし，ω = ⌈deg L(x, ϕ)/2⌉.
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例: min f0(x) =
∑4

i=1(−x
3
i )

s.t. fj(xj, x4) = −j × x2
j − x2

4 + 1 ≥ 0 (j = 1, 2, 3).

ω = 2 ≥ ⌈{max{deg fj(x)/2 (j = 0, 1, . . . , 3)}⌉, rj = 1

L(x, ϕ) = f0(x) −
∑3

j=1







1

xj

x4







T

V j







1

xj

x4






fj(xj, x4)

sparse SOS緩和ω — Dual approach：
max ζ

s.t. L(x, ϕ) − ζ ∈
3
∑

i=1





















1

xi

x4

x2
i

xix4

x2
4





















T

W j





















1

xi

x4

x2
i

xix4

x2
4





















(∀x),

V j � O,W j � O (j = 1, 2, 3).
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例: min f0(x) =
∑4

i=1(−x
3
i )

s.t. fj(xj, x4) = −j × x2
j − x2

4 + 1 ≥ 0 (j = 1, 2, 3).

ω = 2 ≥ ⌈{max{deg fj(x)/2 (j = 0, 1, . . . , 3)}⌉, rj = 1

sparse SDP緩和ω — Primal approach : 以下の展開・線形化：
min f0(x)

s.t.







1

xj

x4













1

xj

x4







T

fj(xj, x4) � O (j = 1, 2, 3),





















1

xi

x4

x2
i

xix4

x2
4









































1

xi

x4

x2
i

xix4

x2
4





















T

� O (i = 1, 2, 3).
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに Introduction to SDP – p.99/113



ソフトウェア
SparsePOP (Waki-Kim-Kojima-Muramatsu [71])
— MATLAB, dense and sparse SDP緩和
SeDuMi — SDPの主双対内点法

ハードウェア
CPU — 2 x 2.66GHz Intel Xeon,主記憶— 4.0GB

記号： ω = 2 ⇒使われた次数最大の自乗和多項式Σ2ω.

ǫobj =
|最適値の下界値−近似最適値 |

max{1, |最適値の下界値 |}
,

ǫfeas =等号，不等号条件での最大誤差.
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一般化 Rosenbrock関数の最小化

f(x) =
∑n

i=2

(

100(xi − x2
i−1)

2 + (1 − xi)
2
)

, deg f = 2ω, ω = 2.

計算時間，秒
n ǫobj Sparse Dense

4 4.5e-7 0.1 0.1
8 8.8e-7 0.1 0.8

16 4.0e-7 0.1 996.3
200 1.2e-5 1.4 —
400 2.3e-5 2.7 —
800 6.7e-5 5.3 —

ǫobj =
|最適値の下界値−近似最適値 |

max{1, |最適値の下界値 |}
.
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Chained Singular関数の最小化

f(x) =
∑

i∈J ((xi + 10xi+1)
2 + 5(xi+2 − xi+3)

2

+(xi+1 − 2xi+2)
4 + 10(xi − 10xi+3)

4) , deg f = 2ω, ω = 2.

J = {1, 3, 5, . . . , n− 3}

計算時間，秒
n ǫobj Sparse Dense

4 1.4e-7 0.1 0.2
8 1.0e-7 0.2 1.7

16 3.9e-8 0.3 1526.8
200 4.2e-8 3.9 —
400 8.4e-8 7.9 —
800 4.4e-8 17.4 —

ǫobj =
|最適値の下界値−近似最適値 |

max{1, |最適値の下界値 |}
.
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Global Library [21]からのテスト問題 67題
変数の個数 ≤ 20,ほとんどの問題で，2次目的関数，2次等
式，2次不等式条件．
各変数の下界値，上界値を強化.

dense SDP緩和で近似解が得られた問題は 66/67.

sparse SDP緩和で近似解が得られた問題は 66/67;解けな
かった問題は異なる．
ほとんどの問題で sparse SDP緩和が速い．いくつかの問題
では圧倒的に速い．

記号： ω = 2 ⇒使われた次数最大の自乗和多項式Σ2ω.

ǫobj =
|最適値の下界値−近似最適値 |

max{1, |最適値の下界値 |}
,

ǫfeas =等号，不等号条件での最大誤差.
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ex5_4_2.gms — Global Library [21]のテスト問題
min x1 + x2 + x3

sub.to x4 + x6 ≤ 400, −x4 + x5 + x7 ≤ 300,

−x5 + x8 ≤ 100, x1 − x1x6 + 833.33x4 ≤ 83333.33,

x2x4 − x2x7 − 1250x4 + 1250x5 ≤ 0,

x3x5 − x3x8 − 2500x5 ≤ −1250000,

lbdi ≤ xi ≤ ubdi (i = 1, 2, . . . , 8).

ω ⇒使われた次数最大の自乗和多項式Σ2ω.

Sparse Dense (Lasserre)

ω ǫobj ǫfeas 秒 ǫobj ǫfeas 秒
2 4.9e-10 4.5e5 0.2 2.3e-10 4.4e5 0.9

3 2.2e-9 6.4e-03 0.99 2.0e-11 2.0e-2 143.0
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alkyl.gms — Global Library [21]のテスト問題
min −6.3x5x8 + 5.04x2 + 0.35x3 + x4 + 3.36x6

sub.to −0.820x2 + x5 − 0.820x6 = 0,

0.98x4 − x7(0.01x5x10 + x4) = 0,

−x2x9 + 10x3 + x6 = 0,

x5x12 − x2(1.12 + 0.132x9 − 0.0067x2
9) = 0,

x8x13 − 0.01x9(1.098 − 0.038x9) − 0.325x7 = 0.574,

x10x14 + 22.2x11 = 35.82, x1x11 − 3x8 = −1.33,

lbdi ≤ xi ≤ ubdi (i = 1, 2, . . . , 14).

ω ⇒使われた次数最大の自乗和多項式Σ2ω.

Sparse Dense (Lasserre)

ω ǫobj ǫfeas 秒 ǫobj ǫfeas 秒
2 1.3e-2 7.6e-1 0.5 6.6e-3 7.1e-1 25.7

3 1.8e-9 9.6e-9 4.2 out of memory
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ex5_2_2_case1 — Global Library [21]のテスト問題
min −9x1 − 15x2 + 6x3 + 16x4 + 10x5 + 10x6

sub.to −x3 − x4 + x8 + x9 = 0, x1 − x5 − x8 = 0,

x2 − x6 − x9 = 0, x7x8 − 2.5x1 + 2x5 ≤ 0,

x7x9 − 1.5x2 + 2x6 ≤ 0,

x7x8 + x7x9 − 3x3 − x4 = 0,

lbdi ≤ xi ≤ ubdi (i = 1, 2, . . . , 9).

ω ⇒使われた次数最大の自乗和多項式Σ2ω.

Sparse Dense (Lasserre)

ω ǫobj ǫfeas 秒 ǫobj ǫfeas 秒
2 8.8e-4 1.8e+2 1.3 4.6e-7 1.3e-2 1.1

3 9.3e-7 8.3e-2 6.7 2.8e-10 6.9e-3 456.5
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最適制御問題 [14]に対する sparse SDP緩和

min
1

M

M−1
∑

i=1

(

y2
i + x2

i

)

s.t. yi+1 = yi +
1

M
(y2

i − xi), (i = 1, . . . ,M − 1), y1 = 1.















ω = 2 ⇒使われた次数最大の自乗和多項式Σ2ω.

M 変数の個数 ǫobj ǫfeas 秒
600 1198 3.4e-08 2.2e-10 3.4
800 1598 5.9e-08 1.6e-10 3.8

1000 1998 6.3e-08 2.7e-10 5.0

ǫobj =
|最適値の下界値−近似最適値 |

max{1, |最適値の下界値 |}
,

ǫfeas =等号条件での最大誤差.
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微分代数方程式
dy1(t)

dt
= y3(t), y2(t)(1 − y2(t)) = 0,

y1(t)y2(t) + (1 − y2(t))y3(t) − t = 0, y1(0) = y0
1 (初期条件).

y1, y2, y3 : [0, 2] → R : 未知関数, t : 独立変数
既知な２つの解: y(t) = (t, 1, 1), y(t) = (y0

1 + t2, 0, t)

⇓離散化 (∆t = 0.02)＋目的関数

多項式最適化問題 (n = 297)

ω = 2 ⇒使われた次数最大の自乗和多項式Σ2ω.

y0
1 目的関数 relax. order r 秒
0
∑

y2(ti) ↑ 2 30.9
1
∑

y1(ti) ↑ 2 33.9
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第２部多項式最適化問題への応用

1. 多項式最適化問題
2. 非負多項式と２乗和多項式 (SOS)

3. 無制約多項式最適化問題
3-1. SOS緩和— Dual approach
3-2. SOS緩和のSDPへの変換
3-3. SDP緩和— Primal approach

4. 不等式制約条件付き多項式最適化問題
4-1. SOS緩和— Dual approach
4-2. SDP緩和— Primal approach

5. 疎性の活用
5-1. 無制約多項式最適化の場合
5-2. 不等式制約条件付き多項式最適化の場合

6. 数値計算結果
7. おわりに Introduction to SDP – p.111/113



(a) Lasserre’s SDP緩和 [41]
—理論的な収束，しかし，実用上は膨大な計算量が必要

(b) Sparse SDP緩和 [36, 30, 72]
= Lasserre’s SDP緩和 + sparsity
—少ない計算量，より大きなPOP,理論的な収束 [42]

(c) (Sparse) SDP緩和を解く際の数値的な安定性
(d) 大規模POP ⇒大規模 (Sparse) SDP緩和

⇒より大規模なSDPの解法，並列計算
(e) 応用

多項式SDP [27, 29, 33, 38, 39]
—システムと制御への応用
確率過程，確率を含んだ最適化問題
[6, 7, 8, 44, 45, 46, 84]
偏微分方程式，微分代数方程式，最適制御 [42, 50]
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