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Etude des Equations de la Forme 7y = F(x, y) ol 7 est un
Champ de Vecteurs Singulier & I'Origine de C" et F(x, y) une
Fonction Holomorphe a I’Origine de C"

By
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Introduction

L’étude et la recherche de formes normales des équations différentielles
et des systémes de la forme

xdy/dx = f(x, y)

ol f(x, y) est une fonction holomorphe a T'origine de C? vérifiant f(0,0) =0,
a fait I'objet de nombreuseus publications (voir [1] et [2] et les références
bibliographiques de [2]). S'il est étonnant, par exemple, que le cas (0, 0) # 0
nait pas été étudié, il est tout aussi surprenant que lon n’ait pas pensé a
étudier complétement les mémes questions pour une équation de la forme

(E) Ty = F(x,y)

ou
— X =(XgyerXy)
— 1 =lei<,, a;(x)0/0x; est un champ de vecteurs singulier a Porigine
de C" (a,(0)=0,i=1,...,n)
— F(x, y) une fonction holomorphe & lorigine de C"*'.
Pourtant on a un certain nombre de résultats.
[61 Si F(0,0)# 0 I'équation (E) est analytiquement équivalente a

1z = F(0,0).

[3] et [4]. Si I’équation (E) admet une solution formelle elle admet une
solution holomorphe.

On a un certain nombre d’autres résultats (voir [4], [5], [7] et [8]). It
reste cependant encore des cas intéressants & €tudier concernant I’équation (E)
et le but de cette article est de combler un certain nombre de ces lacunes,
pas toutes car le probléme est difficile dans toute sa généralité. Nous essayons
ici de donner un certain nombre de réponses et également de donner lorsque
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ceci est possible les solutions formelles et analytiques de Iéquation (E). La
lecture du §1 donne une idée des problémes restant 4 étudier.

§1. Rappels
Soit
T = Z 1<i<p a(x;)0/0x;

un champ de vecteurs dont tous les coefficients sont holomorphes dans un
voisinage de I'origine de C? et vérifient g;(0) = 0. Donc un champ de vecteurs
singulier & lorigine de C?,

Rappelons ici un certain nombre de résultats concernant des équations
de la forme:

(E) TV = Y 1<i<p @(X)0y/0x; = F(x, y)
ou F(x, y) est holomorphe au voisinage de I'origine de C” x C.

Théoréme 1.1 ([6]). Si F(0, 0) # O I'équation (E) est analytiquement équiva-
lente a

z=a=F(0,0).

Supposons maintenant que F(0,0)=0. Soit o/ le germe d’ensemble
analytique défini par a;(x)=0, i=1, ..., p 4 Porigine de C?, supposons

1°) que & définit a lorigine de C” un germe de variété réguliere,

2°) que les valeurs propres non nulles du chamn de vecteurs t vérifient
une condition de Poincaré.

Alors,

Théoréme 1.2 (S. Kaplan [3], [4]). Si l'equation (E) admet une solution
formelle, elle admet une solution analytique.

Théoréme 1.3 ([4]). Si le champ de vecteurs t est semi-simple et si ses
valeurs propres Ly, ..., A, vérifient une condition de Poincaré ou de Siegel, alors
par un changement de coordonnées holomorphe I'équation (E) se transforme en
une équation de la forme

(E) Ty = leispiixiay/axi =flx,y) = Z1<isp a;x; + by + fz(x, y)
avec fz(xs y) = Z|n|+m>2ﬁt,mxnym‘
Soit

T= leisp 4;%;0/0x;
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un champ de vecteurs semi simple sous forme normale, considérons une équa-
tion de la forme

6] ™5 = (%, ) = Yi<icp @i + by + f2(x, )
ou X =(X1,...,%,) € f2(X, 3) =Y pams2 fomx"y™ Notons
My ..oy ) =D 1cicphim; meNY et M* = M(hy, ..., ) — {0}
¢ (Aysosdy) = {—(Elsisplimi)/s; m;e N, se N*=N—{0}}.
D’apres [4], [7], [8] et [9] nous savons:

Théoréeme 1.4. Si le champ de vecteurs t vérifie une condition de Poincaré
ou de Siegel. Alors

1) Toute solution formelle de (1) est convergente.

2) Si b¢ #* léquation (1) admet une solution formelle et une seule donc
une unique solution holomorphe.

Il reste donc des cas intéressants a étudier, si I’équation (1) n’admet pas de
solution formelle ou si b e .#*.

§2. Réduction formelle

Soit T =) 1<, 4:X;0/0x; un champ de vecteurs semi simple sous forme
normale. On cherche des formes réduites formelles pour des équations de la
forme

1 Ty = Z1<isp a;x; + by + fz(x, y)
ou
fZ(x’ y) = Z|n|+m>2f;l,mxnym N

Cest a dire que, par une transformation y = ¢(x, z) formelle inversible, on
puisse mettre (1) sous la forme la plus simple possible. Cest a dire donner
des formes normales formelles.

Posons formellement

(2) y= (p(x’ Z) = Zln|+m>1 (pn,mxnzm
alors

Ty = Zl$i<p 2:x;,00/0x; + 120¢/0z = Z1<i<n a;x; + bo(x, z) + fz(x> o(x, 2)) .
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Premier cas b¢ /4 et b¢ g et b#0.

Théoréme 2.1. Sib¢ M et b¢ g~ et b+#0, I'équation (1) est formellement
équivalente a

1z = bz.
Pour cela on doit montrer que I'équation:
2 Ty = Y1 cicp MiXi00/0x; + bz0¢p/0z
= Y1<icp @i + bo(x, 2) + f2(x, 0(x, 2)

admet une solution formelle telle que (0¢/dz)(0,0) #0. Par identification
formelle nous obtenons:

(leiSP Aini + mb — b)(Pn,m = n,m(((pp,q)’ (R))

ou (¢,,) désigne I'ensemble des éléments ¢,, avec |p|+g<|n|+m et R
I'ensemble des coéfficients f, , avec |p| + g < |n| + m de plus F, ,((9, ,), R) est
un polyndme en ses arguments. En particulier au début de lidentification
nous avons:

(4; — D)pu,0 = a; i=1..,p
(b—De,,...01=0

ou (i)=(0,...,0,1,0,...,0) le 1 étant situé a la i**™ place. On obtient ainsi
@u,0 pour i =1, ..., p alors que @, o  est arbitraire en particulier on peut
prendre @, o1 = 1.

Si on ordonne les multi-indices de la maniére suivante

1,0,...,00<(,1,...,0) <+ <(0,...,0,1) < (2,0,...,00 < (1, 1,...,0)
<(10,1,...,0) < <(1,0,..., 1)
<©0,1,1,...,0) <-(0,...,0,2) ect...
on obtient en poursuivant l'identification: pour tout g = |n| + m
A0y = F((@)p1<q fiplit+r<d) 5

ou pour tout r, ¢, est la matrices colonne dont les éléments sont ¢, , avec
|n| + m = r ordonnés comme indiqué ci-dessus, F, étant également une matrice
colonne fonction des éléments indiqués ci-dessus, A, est la matrice diagonale
que nous écrivons que pour i =2 pour des raisons de simplicité
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Aig—=Db) O . e 0
0 (Ag—D+A4,—=b) 0. ... ... 0
0 o Ag=D+b—=b) O0.......... ... ...... 0
0......... 0 MWhg—G+s)+Ar+sb—b) 0....... 0
0 . e 0 AGi+@-1Db-D 0
L 0 (gb—b)
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En conclusion nous obtenons, si b ¢ # et b¢ ¢4~ et b # 0, 'équation (2) admet

une solution formelle et une seule, c’est a dire le Théoréme 2.1.
Deuxiéme cas b¢ g~ et b¢ 4 et b#0. Donc

b=—Q1cicyhimd)g, mleN, g#1, q#0 et b#0.
Notons

f = {(mi)l $i<P|21$iSplimi = 0} .

Supposons d’abord que A" = {(0,...,0)}, c’est & dire que 0 est extérieur a

I'enveloppe convexe des 4;;

(1) Ty = leispai-xi + by + f3(x, )

on va chercher une équation aussi simple que possible de la forme
&) 12 =g(%,2) = Y1<i<p 9% + Goz + g7(x, 2)
formellement équivalente & (1) par une transformation formelle

?) Y=00%2) =Y 1cep®X + Poz + D*(x, 2)

donc avec ¢, # 0. On envisagera également le cas ¢, = 0.

L’équation de couplage c’est a dire ’équation dont est solution la transfor-

mation formelle si elle existe est:

leisp'lixia(p/axi + g(x, 2)09/0z = leiSP a;x; + bo(x, z) + fz(xs o(x, 2),

par identification formelle nous obtenons au début:

(% = b)o@,0 + 9,090,001 =@ i=1 ..., n

et



24 H. CHARRIERE and R. GERARD

Jdo,...,0,1P0,...,0,1 = b(Po,...,o,l .

Si on veut @, o ; # 0il faut prendre g, o ; = b et par exemple ¢, o1 = 1.

Il est facile de voir que I'on peut déterminer de maniére unique tous les
coefficients @y, m,savecmy + -+ m, +s<mf+mp +q+ 1 par identifica-
tion des mondmes en xi,...,X, z de degré total strictement inférieur a
m + -+ md+q+ 1. Les coefficients de g(x, z) intervenant dans ces formules
peuvent étre pris arbitrairement a Iexception de Jo,..,0,1 qui est égal a b,
nous les prendrons nuls. Pour les mondmes de degré total m$ + -+ + mJ +
g + 1, nous obtenons par identification du terme en (x,)™...(x,)"s(z)?** une
indétermination:

= (une expression connue en fonction des Omy,...omy,s QUi
précédent @no  mo +1 dans lordre indiqué ci-dessus).
oo,

Comme g, o1 =b=—( 1<, 4im)/g, cette équation ne permet pas de dé-
terminer ¢, . .9 ,+1 que Ion prendra arbitraire par contre elle détermine de
maniére unique g,9, .m2,4+1- Ensuite le calcul des coefficients se poursuit sans
probléme jusqu’a la détermination de Pam,...,2m% 24+1 qui nous donne une
nouvelle indétermination par contre permet la détermination de gmg,... 2m0, 2¢+1
de maniére unique. On voit ainsi par récurrence que I'équation donnée est
formellement équivalente & une équation de la forme:

1z = ~((Br<icp hmd)/a)z + zh((x,)™ ... (x,)"52%)

ou h(u) est une séric formelle en une variable telle que h(0) =0. Posons
u=(x;)...(x,)"z¢ nous obtenons

U = (leispiim?)(xl)"‘?...(x,,)"‘gz‘l + (xl)'"(l’...(xp)'”ng“_lrz
= Qicicphimdu + (x)™ .. (x)"2qz0  { — (X1 <cicp M)z + zh(u)}
= quh(u) .

On remarque que 'on est ramené au cas b = 0 mais pas par une transformation
inversible.

Supposons maintenant A" # {(0,...,0}. Et b= —(}, <, 4m)/q # 0 cette
écriture n’est pas unique car si r = (r;); <, € X on peut également écrire

b= “(Zmispii(mi +r)/q.

Remarquons que (r;);<<, € X est équivalent a t((xy)*...(x,)?) =0 de plus
les éléments de ¢ peuvent €tre ordonnés en utilisant 'ordre indiqué au début
de ce paragraphe.
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Ecrivons b= —(}; <, sm?)/q sous forme irréductible modulo les élé-
ments de 2. Les résonnances ont lieu pour les puissances (x;)™...(x,)"pz?*!
et pour tout (x,)™.. (x, y™2z%*1 avec s > 1 ainsi que pour tout mondéme de
la forme (xl)””?*’l...(x,,)s'" Tpz%*t avec s 2 1, (1)1 <<, € #. 11 est alors facile
de voir que I’équation donnée est formellement équivalente & une équation de
la forme

1z = bZ + Z[Z(r)e A h(r)((xl)m?-'-r1 B (xn)mg-i-rpzq)]

ou pour tout () € X, hy,(u) est une sériec formelle & une variable bien déterminée
vérifiant h,y(0) = 0. Si on pose u = (x ™. ..(xp)"‘gz‘l qui n’est pas une transfor-
mation inversible, on obtient:

= Q”[Z(r)e thh(r)((xl)rl . -(xp)r"“) .

On remarque que I'on est ramené au cas b = 0 mais pas par une transformation
inversible. Nous avons donc

Théoréme 2.2. Si beg, b¢ M, b#0 léquation (1) est équivalente
Sformellement & une équation de la forme

12 = —((L1<cphm)/@z + zh((x)™ ... (x,)"()) si A ={(0,...,0)}
ou h(u) est une série formelle a une variable bien déterminée vérifiant h(0) =0 et a
12 = bz + z[Y e a B ()" 2] si A #{(0,..., 0)}

ou pour tout (r) € A, h,(u) est une série formelle a une variable bien déterminée

En complément nous obtenons en posant u = (x,)™...(x,)"s(z)? que notre
équation se transforme en

tu=quh(w) si A ={0,...,0)}
et en
= qulY gyex P ... (x,)*w)] si A #{0,...,0)}.

Troisiéme cas b = 0.
Supposons d’abord que A = {(0,...,0)}. Léquation donnée est:

Ty = Z1<i<paixi + fz(x’ y) = flx, y)

(x y) Zln|+r>2ﬁ1, X y )

I’équation de couplage avec une équation
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1z = g(x, z) avec g(0,0)=0
est

*) = ZISisplixia(p/axi + g(x, z)0@/0z = leispaixi + f3(x, 9(x, 2)) .

Par identification formelle nous obtenons:

A4i®a,0 + 9,0P0,...0,1 = & i=1,...,p

et

do,...,0,1%Po,..,0,1 = 0.

Si on veut @y . o, # 0 il faut prendre g, o, =0. Comme nous cherchons
un g(x, z) aussi simple que possible on peut prendre g o, =0 pour tout i =
1, ..., p et les @, o sont bien déterminés.

Soit H,(x), I'espace vectoriel des polyndmes homogénes de degré g en
les variables variables y,, y,, ..., y,. L’espace vectoriel H,(x) est de dimension
finie (g), une base e,(y) de cet espace vectoriel est donnée par les mondmes
homogenes de degré g en les variables y,, y,, ..., V.. 1l est utile d’ordonner
les €léments de e, (x). L’ordre est donné par induction sur g et m de maniére
suivante: Pour m=1, 6(m) =1 et e,(y;) =(y;)" Pour ¢=0 et pour tout
m, eo(y) = (1). Pour m arbitraire e,(y1, V2, .-» Ym) = (V1> Y2, ---» Ym); DAr récur-
rence sur m et g on définit:

e(V1> Y25 s V) = {005 1) 7 1 (V2s -+ > Y (1) 2(€2(B2s -5 V) --
* (1) egm1(Vas o5 Ym))s (g(V2s - Ym))} -

Cette base ordonnée de H,(x) sera notée (e,(x)). Nous venons en fait de
mettre sur N™ un ordre de la maniére suivante: soit

(i)=(i1> i25--'>im)ENm et (j)=(jlsj23""jm);

alors si |i] <|j| nous avons (i) < (j) si |il=]j| =q lordre est donné par
induction de la fagon suivante: par exemple dans le cas m =3

(p5090)<(p_15130)<(p—1,0,1)<(p_232,0)<(p_29151)
<(p~2,032)<(p—373’O)<(p_3:231)<(p—3a1’2)
<(p_3,0:3)<"'<(0,0,l7)-

Dans toute la suite lorsque nous identifierons deux séries formelles cela sera
dans Tordre indiqué ci dessus.

En poursuivant I'identification dans I’équation (*) nous obtenons en degré
total 2. Pour simplifier la présentation supposons que p=2 pour p =2
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les résultats sont identiques il n’y a que des complications d’écriture. Nous
obtenons par identification

24192,0,0 + 91,0,001,0,1 = f2,0,0 + f0,0,2(#1,0,0)* ;
(A1 + 242)01,1,0 + 91,0,090,1,1 + 0,1,001,0,1
= f1,1.0 + f1,0,1%0,1,0 + fo,1,191,0,0 + f0,0,22¢1,0,090,1.0 »
A101,0,1 + 91,0,02%0,0,2 = f1,0,1%0,0,1 t f0,0,22¢1,0,0%0,0.1 >
22290,2,0 + 90,1,090.1,1 = fo,2,0 + fo,o,z(‘Po,1,o)2 s
A200,1,1 + 90,1,090,0.2 = f0,1,190,0,1 * J0,0.2290,1,0%0,0.1 »
go.0,2%0,0,1 + 90,0,12%0,0,2 = fo,0,2(®0,0,1) »
Cest a dire (car go,0,1 = go,1,0 = 91,0,0 = 0)
24192,0,0 =f2.0.0 + f0,0,2(¢1,0,0)
(A1 + 22)01,1,0 = f1.1.0 T f1,0.1%0,1.0 + fo,1.191.0,0 + f0,0,2201,0,090,1,0
A101,0,1 = 11,0,190,0.1 * f0,0,2201,0,090,0,1
24200,2,0 = fo.2.0 + fo.0,2(%0,1,0) 5
A2®0,1,1 = fo0,1,190,0,1 + f6,0,2200,1,090,0,1 >

90,0,2%0,0,1 + 90,0,12%0,0,2 = fo,o,z(‘l’o,o,x)2 .

Ce systéme d’équations permet de déterminer les ¢; ;, pour i +j+ k=2
et k #2 alors que ¢, , est indéterminé. Comme ¢, ; = 1 nous obtenons
do,0,2 = Jo,0,2- Supposons que f, o , = 0 pour tout p <m et f; o m+1 # 0 nOUS
voyons aisément que I'on peut déterminer tous coefficients ¢;;, pour tout
i+j+k<m+1 k#m+1et (i,j, k) #(0,0,k) et que

— m+1
90,0,m+190,0,1 = fo,o,m+1(‘Po,o,1)
et donc

90,0,m+1 = fo,o,m+1

et on peut prendre g;;, =0 pour tout i+j+k<m+1 et (i,jk) #
(0,0,m+1). A l'ordre m + 2, pour le terme en z™*2 nous obtenons

9o,0,m+290,0,1 T Jo,0,m+12%0,0,2
= fo,0.m+2(©0,0,1)™ % + fo,0,m+1%0,0,2(m + 1)(@0,0,1)"

donc
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(m — 1)go,o,m+1‘P0,o,2 = do,0,m+2%0,0,1 — fo,o,m+2(‘Po,o,1)m+2

ce qui nous donne g, €t I'on peut prendre gg o mrz = 0.

On voit alors aisément que 1’on peut calculer, en continuant I'identification,
tous les ¢;;;. On retombe sur un probléme dans la détermination de
®o,0,m+1- Nous obtenons I'équation:

90,0,2m+1%0,0,1 + 9o,0,m+1(M + 1)@, 0,m+1 — fo,0,m+1P0,0,m+1(M + 10,0, 1
= (une expression connue par induction),

comme gy o m+1 = fo,0.m+1 Cette équation ne donne pas ¢ o n,+; Mais détermine
90,0,2m+1 €t @o,0,m+1 €St arbitraire de plus g, ;, =0 pour tout i+j+k<
2m + 1 a l'exception de gg o, m+1 €t d€ 90,0, 2m+1-

Nous obtenons ainsi

Théoréme 2.3. Si b =0, f, ,=0 pour tout p<m et f, .y #0 si de plus
A ={(,...,0)} léquation (1) est formellement équivalente a une équation de
la forme

H(A, B, m) 1z = Az™*! + B!
o A et B sont des constantes.
Et comme corollaire,

Théoréme 24. Si beg™ et b¢ M si de plus A = {(0,...,0)}, I'équation
(1) est transformable en une équation de la forme

E(b, A, B, m) 1z =z(b + A((x)™... (xl,)'"gz“)’" + B((x,)™... (xl,)’"?»z")z’") .

Maintenant considérons le cas suivant 4" # {(0,...,0)} et b =0 on sup-
pose que pour tout p<m, f, ,=0 et f, .41 #0. Rappelons que

A = {(mi)lsispmi = OIZISiSplimi = ()} ,

notons (m?), ;<, I'élément différent de zéro et minimal dans 2" pour l'ordre
indiqué ci-dessus.
Nous avons donc

(1) Ty = Z1<i<paixi + f2(x,y)

et nous allons chercher une €équation aussi simple que possible de la forme
) 12 =g(x,2) = Y1 qi<p9iX%i + Goz + g3(x, 2)

formellement équivalente a (1) par une transformation formelle

(3) y=0(xz2)= ZISisp ¢iX; + oz + D(x, 2)

donc avec ¢, #0. On envisagera également le cas ¢, = 0.
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L’équation de couplage c’est a dire 'équation dont est solution la transfor-
mation formelle si elle existe est:

21<i<p A:x;00/0x; + g(x, 2)09/0z = Y1 cicp @iXi + fix, o(x, 2),

par identification formelle nous obtenons au début:

2i®w,0 + 9@,0%o,....0,1 = Gi i=1,..,n

et

Jdo,...,0,1%o,...,0,1 = 0.

Si on veut @ 0.1 # 0 il faut prendre g, o,; = O et par exemple ¢o, 0,1 = 1.

11 est facile de voir que 'on peut déterminer de maniére unique tous les
coefficients @y, m,s avec my + -+ +m, < mi + -+ m)ets<m Les coeffi-
cients de g(x, z) intervenant dans ces formules peuvent étre pris arbitrairement,
nous les prendrons nuls. En poursuivant I'identification, on peut voir aisé-
ment que les coefficients @, .. m,s avec (my,...,m)eA™* =A" — {0} sont
arbitraires, que go m+1 = fo,m+1 €t que I'on détermine alors de maniére unique
les éléments g, .m,s avec (my,...,m,)€ A — {0} de plus go =0 pour tout
s#m+1 et s#2m#1. On obtient ainsi le résultat suivant:

Théoréme 2.5. Si b=0, f, ,=0 pour tout p<m et f, 41 #0 et A #
{(0, ..., 0)}, I'équation (1) est formellement équivalente d une équation de la forme

H(A, B, m) 1z = Az™ + B2+ Y 0 pe w Gp kX702
avec go, =0 pour tout k>0 et ou A et B sont des constantes.

Etude du cas fy,, =0 pour tour m et A = {(0,...,0)}.
L’équation de couplage c’est & dire I’équation dont est solution la transfor-
mation formelle si elle existe est:

Z1si<p Aix;00/0x; + g(x, 2)0¢/0z = Z1<i<paixi + (%, o(x, 2)) .

Par identification des termes en z” nous voyons facilement que g, , = 0 pour
tout m et on constate également que I'on peut prendre g,, =0 pour tout
(p, q), donc léquation (1) est formellement équivalente a

2) 1z=0,
On obtient ainsi

Théoréme 2.6. Si b =0, f, =0 pour tout p et & = {(0, ..., 0)}, I'équation
(1) est formellement équivalente & une équation de la forme

(H) 1z=0.
Etude du cas fy,, =0 pour tout m et A # {(0,...,0)}.
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Rappelons que
H = {(Mm)1<icp = 011 <icpAiMizo} »

notons (m{); ¢;<, I'élément différent de zéro et minimal dans 2 pour l'ordre
indiqué ci-dessus. ’
Nous avons donc

(1) Ty = Zl<i<paixi + fZ(x’ y)
et nous allons chercher une équation aussi simple que possible de la forme
() 12 = g(X,2) = Y1 cicp 9i%; + g0z + G*(x, 2)

formellement équivalente 4 (1) par une transformation formelle

©) y=0xz)= 21<i<p 0iX; + @oz + P(x, ),

donc avec ¢y # 0. On envisagera également le cas @, = 0.
L’équation de couplage c’est a dire I'équation dont est solution la transfor-
mation formelle si elle existe est:

Z1<i<p 4ix;00/0x; + g(x, 2)0¢/0z = Z1sispaixi + [3(x, o(x, 2)),

par identification formelle nous obtenons au début:

4i®a.0 t 9@,090,...0,1 = G; » i=1,..,n

et

do,...,0,1%0,..,0,1 = 0.

Si on veut @o o ; # 0 il faut prendre g, o, = 0 et par exemple ¢, o, = 1.

I1 est facile de voir que 'on peut déterminer de maniére unique tous les
coefficients @y, . m s avec my + -+ m, <m + -+ m). Par contre les équa-
tions donnant les @, m, s avec (my, ..., m,) € #* nous montre que ces coeffi-
cients sont arbitraires mais ces équations déterminent tous les coefficients
Imy,...omps AVEC (My,...,m)e A ™* et s >0. Nous obtenons ainsi

Théoréme 2.7. Si b =0, f, =0 pour tout p et # = {(0, ..., 0)}, 'équation
(1) est formellement équivalente d une équation de la forme

= k
1z = Zk;O,methgm,kme
avec go =0 pour tout k= 0.

Quatriéme cas be .# et b #0.
Donc b=}, Aim]. Supposons A ={(,...,0)}. Regardons Iéqua-
tion de couplage
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Zl<i<p1ixia(/’/axi + g(x, 2)0¢/0z = zlsisp a;x; + bo + fr(x, ¢(x, 2))
par identification en degré 1 nous voyons facilement que tous les ¢ , sont
entiérement déterminés et que
9o....,0,1%o,...,.0,1 = b®o, 0,1

comme nous cherchons une transformation ¢ inversible il faut prendre
®o,...01 =1 ce qui donne g, o4, =>b En poursuivant Iidentification on
constate que tous les @y, . m,, pour p # 0 sont déterminés de maniére unique
quelque soit le choix des Imy,...m,p» 1 ¥ @ une indétermination pour le calcul
de ¢,9,.,mo,0 mais I'équation correspondante détermine Im,...m3,0- En défini-
tive I'’équation (1) est équivalente a

12 = b2 + g, w2, 0(%:)" ()™ . (x,)" .

Supposons A" # {(0,...,0)}. Dans ce cas il est facile de voir que (1) est
équivalente a

o 0 0
1z = bZ + Zre fgm?+r1,...,mg+rl,,0(x1)m1+r1(x2)mz+r2 .. '(xp)mp+rp .

Théoréme 2.8. Sibe A et b # 0 I'équation (1) est formellement équivalente

-

12 = bz + gy, . mg 0% (x)"E .. (x,)"
si 4 ={0,...,0)}, et a
1z =bz + Zre ¥ gm?+r1,...,mg+rp,0(x1)m?+rl(X2)Mg+r2 o (xp)mg+rp

si A #{(,...,0)}

§3. Intégration formelle des réduites formelles

Il n’est pas possible pour toutes les réduites formelles d’en donner les
solutions formelles nous allons seulement donner les solutions des réduites
pour lesquelles nous avons eu la possibilité de les trouver.

En ce qui concerne les solutions fonctions nous les étudierons dans le §4.

La réduite formelle est
1z=0
dont les solutions sont
z = h{(x;)20x2) ™4, (e s (ea) ™, o (g Ve (x,) M)

ou h(t,,...,t,) est une fonction différentiable arbitraire ou une série formelle
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ou convergente arbitraire. On détermine alors facilement par identification
une transformation formelle ¢(x,z) qui transforme (1) en (2). Les solutions
formelles de (1) sont donc données par

Y = 0(x, h((x,)41(x,) M52, L, (xq) VA1 (x,) Hr))
La réduite formelle est de la forme
Z=a, aeC*.

On peut évidemment supposer quun des scalaires 4; est non nul par exemple
A1. On voit alors facilement en cherchant des intégrales premiéres du systéme
des caractéristiques de cette équation que ses solutions sont de la forme

z = (a/A,) Log x; + h((x1)*(x2) ™", ()% (x,) ™4, .o, (%) 2 (x,) ™)
ou h(u,,...,u,) est une fonction différentiable arbitraire des ses arguments.
On détermine alors facilement par identification une transformation formelle

o(x, z) qui transforme (1) (lorsque F(0,0) #0) en (2) (avec a = F(0,0)). Les
solutions formelles de (1) sont donc données par

y = @(x, (F(0,0)/A;) Log x1 + h((x;)*(x2) ™", (x1)*(x2) 7, ..., (x1)*2(x,) %)) .
La réduite formelle est

1z = bz, bé¢ M, b¢g et b#0,

nous allons intégrer cette équation en utilisant la méthode classique des
intégrales premiéres du systéme des caractéristiques. Le systéme des carac-
téristiques est:

dxy/Ayxy = dXy /Ay %5 ... = dx,[A,x, = dz/bz ,
nous avons les intégrales premicres:
() = Cilx)2, oy (x) = Cplx )P etz = k(xy)™
et les solutions formelles sont données par
z = (3P h((x )R () TR, L, (eg) R () T R)

ou h(us, ..., u,) est une série formelle arbitraire ou une fonction de classe C t
arbitraire.

La réduite formelle est
Ty = Aym+1 + By2m+1 .

Dans le cas t = xd/dx c’est 'équation de Hukuhara qui définit la fonction de
Hukuhara. Dans notre cas ou 7 est un champ de vecteurs semi-simple sous
forme normale essayons d’étudier les solutions de cette équation.
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~Um il vient facilement

Posons z=y™ donc y =z
1z = —Am — Bm/z
en posant pour tout i=1, ..., p
x; = eTBmANK: et 7 = (B/A)Y,
nous obtenons
Li<icph0Y/0X;=1+1/Y
cest a dire
Y 1<y (AOYOX)Y =Y +.1,

cette équation aux dérivées partielles peut s’intégrer par la méthode des carac-
téristiques. Le systéme des caractéristiques est

dX /MY =dX,/2,Y =--dX,/ 2,Y =dY[Y + 1),
dont nous avons les intégrales premiéres

linzllXi"'Ci i

Il
N
3

et
X, =4 —-Log(Y+ 1)+ C,
il en résulte que la solution générale formelle est de la forme
Xi/Ay + h(A Xy — 241X, 23Xy — 4 X5, .., A, X, — 44 X,) =Y —Log (Y + 1)

ou h(y,,...,y,) est une fonction différentiable ou une série formelle ou une
série convergente si on s’intéresse au solutions formelles ou aux solutions
holomorphes.
Si nous sommes dans dans le cas d’une variable et T = xd/dx nous sommes
réduit a \
X+C=Y—Log(Y+1),

dont la solution est la fonction de Hukuhara H(A,B,X + C) ([2]). Il en
résulte que les solutions de notre équation aux dérivées partielles sont de la
forme

H(A, B, X, /Ay + h(A, Xy — A1 X5, 23Xy — 2 X5, .o, A, X — 41 X))

ou h(y,,...,y,) est une série formelle arbitraire.
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La réduite formelle est de la forme
z=1z(b+ A((xl)'”?...(xp)"‘gzq)'" + B((xl)'”?...(xp)"‘gz")z'")
en posant u = (x;)™...(x,)"?z% nous obtenons
= (Y1 cicp M) )™ ... ()220 + q(x,)™ ... (x,)"?29[b + Au™ + Bu*"]
donc
tu = qu[Au™ + Bu®™]
dont la solution est
H(qA, qB, X, /A + h(A, X, — 4, Xy, 13X, — 41 X5, ..., 4, X, — 4, X))

avec les mémes notations que ci-dessus.
La réduite formelle est de la forme

tz=bz + gmo(xl)'"g...(xp)"‘g ,
on peut supposer que 4; # 0 et on voit facilement que

Gmo)™ ... (xp)"'?: Log x,//,

est une solution particuliére de cette équation et la solution générale formelle
est donnée par

Z = ol )™ ... (x,)™s Log x; /Ay + (¢q)PM1h((x)*1(x,) "2, L., () A1 (x,) " HAr)
La réduite formelle est
T2 = b2+ Ve Gy am g, o) T 6 (Y
et la solution formelle est:
z= (Zrexgm°+r(x1)m?+r e (xp)mg+') Log x1/44

A CeP (e, )R )V, Gy ) V)

§4. Etude analytique et intégration
§41. Cas b¢ M, et b¢ g™
Nous savons d’aprés le §2 que I’équation
D) = ) =Yicxp®Xi+by+ folx,y) avec  f(0,0)=0
est formellement équivalente a

(1) 1z = bz
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par une transformation formelle y = ¢(x, z) solution de
() 10 =Y 1 <icp hiXi00/0%; + bz0@[0z = Y1 i, tiX: + b + f5(x, @(x, 2)) .
Avec le Théoréme 1.1, nous obtenons
Théoréme 4.1.1. Si b¢ M et b¢ g~ et si le champ de vecteurs
T* =3 | ci<p 4i%;0/0x; + bz0/0z

vérifie une condition de Poincaré ou de Siegel, I'équation (1) est analytiquement
équivalente a

(1) 1z = bz.
De plus la transformation qui transforme (1) en (1') est unique.
§4.1.1. Résolution de I'équation
1) 1z =bz.
Le sytéme des caractéristiques de cette équation est

dx,/2 %y = dX3/Ay %y = -+ = dx,/A,x, = dz/bz ,
nous avons les intégrales premiéres

)™M =C  i=2..,p et (@) "=C.
Donc les solutions de (1') sont données par
z = (%)M h((x )2 (x5) 7™M, L (xl)lp(xp)_}'l)

ou h(t,, ..., t,) est fonction holomorphe arbitraire de ¢,, ..., t
formelles de (1) sont donc données par

- Les solutions

Y= Yicicp ParoXs + 2 + 92(x, 2)
avec
z = (xR0 2 () ™H, L (e (x,) ),
la série @,(x, z) étant convergente pour
lx]<R et |z]<e.
Pour obtenir des solutions de (1) il faut donc que
|Geg )P h((xy)20x2) 7™, o (xg) 2 () ™M) < g

ceci est par exemple le cas si h(z) est une fonction bornée et si Lim, _q(x,)"* =
0 ou bien encore si
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(1)1 (31 )420e0) ¥ (e Y2 (x3) 4, -, Gen () ™) < 0
ou h*(t’) est une fonction bornée et
Limy, Lo (x,)21(x;)*2(x,) ™) = 0.

On peut trouver bien d’autres conditions.
Nous obtenons ainsi toute une classe de fonctions solutions de (1)
par exemple

y= 21<i<p Pay,0% + 2z + ®,(x, z)

avee

z = (oy)"rh((xg )2 0ep) ™M, L (xg) () M)

Ces divers cas méritent une discussion détaillée.

Nous avons choisi ¢, o, =1, il était également possible de prendre
®o....0,1 = 0 dans ce cas on obtient pour solution la solution holomorphe du
Théoréme 1.1.

§42. Casb¢ M etbeyg et b#0
Nous savons d’apres le §2 que I'équation
® 1y = f(X, ¥) = X 1<icp@X; + by + f2(x, y) avec f(0,00=0
est formellement équivalente & une équation de la forme
1) 12 = bz + zh((x)™, ., ()2 si A ={0,...,0)},

ot b= —( 1<, A1m?)/q et la fonction h(u) une série formelle bien déterminée

vérifiant h(0) = 0. Dans ce cas il ne faut pas espérer trouver en général une

transformation convergente transformant (1) en (1') et de plus on ne sait pas

si la série h(u) est convergente. C’est un cas qui mérite une étude plus élaborée.
Et si A # {(0,...,0)} & une équation de la forme

12 =bz 423, h(x)™ T, L (x, YR (2))
par la transformation u = (xl)"‘?, . (xp)'”g(z)“ I’équation se transforme
si A ={0,...,0} en tu = quh(u)
et si A #{(,...,0)} en
= qulY e x Bry((X) ..., (x,)70)

dans les deux cas nous sommes ramenés au cas b =0 et dans ce cas on ne
peut pas espérer avoir des résultats significatifs dans le cadre analytique comme
le montre déja le cas d’une variable.
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