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Sur P’Application Semi-continue dont

la Valeur est un Compact Convexe

Par Masuo Hukunara

(Université de Kyoto)

Dans quelques problémes on traite des applications qui font correspondre
4 un point un compact convexe. Quelques-unes des propriétés que possédent
des applications continues point A point s’étendent 4 de tels applications si elles
sont semi-continues supérieurement. Pour le voir il serait utile d’étendre au
cas de tels applications un théoréme bien connu sur ’existence d’une suite mono-
tone de fonctions continues qui converge vers une fonction semi-continue réelle
donnée. Cette extension que nous appelons théoréme fondamental est établie seule-
ment dans le cas ol le domaine et le contredomaine sont des parties des espaces
4 dimension finie.  Avant de I’établir nous étudierons les propriétés des appli-
cations point 4 compact. Les espaces dans lesquels le domaine et le contredo-
maine sont contenus sont supposés distanciés mais il ne serait pas difficile
d’étendre les résultats au cas des espaces topologiques plus généraux.

Comme application du théoréme fondamental, nous montrerons comment on
peut définir le degré topologique d’une transformation I—F, en conservant les
propriétés essentielles, ot F est une application point & compact convexe qui est
compacte et semicontinue supérieurement. On verra que le théoréme de Kaku-
tani sur D’existence des points fixes en est une conséquence immeédiate.

Nous désignerons par ®, @', @'’ des espaces distanciés et par B un espace
de Banach.

1. Ensembles limites d’une suite d’ensembles

Considérons une suite d’ensembles {4,} dans un espace distanci¢ ®. Nous
définissons les ensembles limites inférieur et supérieur par
lim A= {x; lim dist(x, 4,)=0 pour k— oo},
lim A= {o; lim dist(x, 4,)=0 pour &— oo},
ou dist(x, A) désigne la distance entre x et A:
dist(z, A) =inf {dist(z, ¥); y=A4}.
Il est clair que si A,CB;, on a
_li_InAkCLiI_an, EI—IA;,CIE'\ By,

De plus, on voit immédiatement que si {A4,’} est une suite partielle de {A,)}
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on a
_lim A,Clim 4,/ clim A,'Clim A,.
Proposition 1.1 Les deux ensembles limites d’une suite {A,} sont fermés.
Considérons en effet une suite de points {a,} extraite de lim A, et conver-
geant vers a. Puisque
dist(a, A,) < dist(a, a,,) +dist(a,, A,
on.a
_ Tim dist(a, A) < dist(a, a,),
dont le second membre s’annule avec 1/z. a appartient donc a lim A4,.
On voit de méme que Iim 4, est fermé.
Si les deux limites d’une suite {4;} coincident avec A, nous dirons que la
suite a. la limite déterminée A et écrirons
A=limA; ou A,—A.
Il pourra arriver que la limite déterminée devient vide.
On voit sans peine que 'on a la

Proposition 1.2  Une suite monotone {A,} a la limite déterminée A. Si
elle est décroissante, on a

st elle est croissante, on a

Démontrons maintenant la
" Proposition 1.3 Si
B=lim 4, ~lim A;= {z€lim 4, ; z&lim A}

est séparable, on peut extraire de la suite {Ap} une suite partielle qui a la limite
déterminée.

Prenons une famille dénombrable d’ouverts

G={Gy; k=1,2,--'}

telle que pour 4B les ouverts G, qui contiennent & forment un systéme fon-
damental de voisinages de b.

Prenons un point 5,€BNG,. On peut extraire de la suite {4,} une suite
partielle {A4,;} telle que b, appartienne a lim A,,.

Si lon a

BNGyNlim A;,=BNGyNlim Ay,

on pose Agp=A;,. Sinon, on prend un point &, qui appartient au second mem-
bre de cette égalité mais non au premier. On peut extraire de la suite {4}
une suite partielle {Ay,} telle que b; appartienne a lim Ay,

Si 'on a
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BNG;Nlim Ay =BNG3Nlim Ay,
on pose Aj,=Ajs,. Sinon, on prend un point b; qui appartient au second membre
de cette égalité mais non au premier. On peut extraire de la suite {A4,,} une
suite partielle {4y} telle que &, appartienne a lim A;,, et ainsi de suite.
D’aprés le procédé diagonal, on peut construire une suite partielle {4,’} de
la suite {A4,} qui satisfait a la condition suivante:

On a ou bien

@)) BNG,Nlim 4,’=BNG,Nlim 4/,
ou bien v
(25 b,€BNG,Nlim 4,

Si un point b&lim A,’ n’appartenait pas a lim A,’, on n’aurait pas (1) pour
I’indice » tel que 4G, mais on aurait (2). Les ouverts G,, qui contiennent &
formant un systéme fondamental de voisinages de &, le point 5, tel que 6=G,
convergerait vers & et b appartiendrait 4 lim A, puisque celui-ci est fermé.

8

Nous arrivons ainsi & une contradiction.
2. L’espace dont les éléments sont des compacts dans D

Soit A un compact non vide dans ®. Le §-voisinage Os(A) est I'ensemble
Os(A)={xeD; dist(z, A)<6}.
La fermeture 0;(A) de Os(A) s’appellera d-voisinage fermé de A. Nous défi-
nissons la distance Dist(A, B) entre deux compacts A et B par
Dist(4, B)=inf {6 > 0; Os;(4A)DB, O;(B)DA}.
On voit sans peine les conditions suivantes remplies:

1° Dist(A4, B) =0 et si 1’égalité a lieu, on a A=B;

2° Dist(A, B)=Dist(B, A);

3° Dist(A4, B)+Dist(B,C) = Dist(A4,C).

Nous obtenons ainsi un espace distancié dont les éléments sont des compacts
non vides dans ®. Nous le désignerons par Comp ®. Nous dirons qu’une
suite de compacts {A,} converge vers un compact A si l'on a

Dist(4,, A) —0.
On voit sans peine que si une suite de compacts {A,} converge vers un compact
A, la suite a la limite déterminée mais la réciproque n’est pas vraie.

Dorénavant nous supposerons ’espace ® complet.

Proposition 2.1  Soiz {A,} une suite dans Comp®D. Si, quelque petit que
soit € >0, il existe un compact C, tel que Uon ait A,CO(C,) pour presque tous
les k, )

A=lim A,

est un compact non vide et on a ApCO(A) pour presque tous les k.
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Soit ap,=A,;. Nous voulons montrer que ’on peut extraire de la suite {a.}
une suite fondamentale de Cauchy.
Fixons la valeur de e. Si £ est assez grand, il existe un point ¢,€C;,; tel
que
dist(ag, cp) < /3.
On peut extraire de la suite {c;} une suite partielle convergente {c,’}. Si {a;'}
est la suite partielle correspondante de {a;}, on a
dist(ay', ap) <e
pour %~ et k assez grands.
Considérons maintenant une suite décroissante {¢,} convergeant vers O.
D’aprés ce que nous avons vu tout & I’heure, on peut définir de proche en

proche les suites {a,(:)} telles que {a;')} soit une suite partielle de la suite {a,(:—])}

satisfaisant aux inégalités

dist(a”, @) <e,
pour k et %k assez grands.

A P’aide du procédé diagonal bien connu, on peut extraire de la suite {a,}
une suite partielle {#;} qui, quel que soit ’entier , devient une suite partielle
de {a”’} si on en supprime un nombre fini de termes. {b,} est alors une suite
fondamentale de Cauchy et, d’aprés la complétesse de 1’espace D, elle est conve-
rgente.  Le point limite de la suite {,} appartient 4 A=lim A4,. A est donc
non vide.

Il est clair que A est une partie fermée du compact
C=n{Cys; k=12--}.

A est donc compact. ‘

Si 'on avait A, € O.(A) pour une infinité de £, on pourrait extraire de la
suite {A,} une suite partielle {4,’} telle que A,’ & O.(A) pour tous les 2.  Si
lon avait aq,/€A;’ et ap/¢0.(A), on pourrait extraire de la suite {a;'} une
suite partielle convergente et son point limite serait un point de A n’apparte-
nant pas a4 0.(A4). C’est évidemment absurde.

Proposition 2.2 Si A est un compact contenu dans lim A;, on a ACO(Ap)
pour presque tous les k.

Si I'on n’avait pas la conclusion, on aurait AGO.(A4;) pour une infinité de
k. Si donc {4,’} était une suite partielle convenable de {A4,}, on pourrait
extraire de A un point @’ n’appartenant pas & O.(4,;'). On pourrait supposer
la suite {ap’} convergente. sans perdre la généralité. Alors son point limite
appartiendrait & A mais non a lim A;,. Donc, A ne serait pas contenue dans

lim A, contrairement & I’hypothése.
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3. Convergence d’une suite dans Comp D

Proposition 3.1 Si l'on a
Dist(Ay, Az) =0 pour h,k— o,
les deux limites: lim A, et lim A, coincident avec un compact A et on a
Dist(A,, A)—0 pour k—>co.

On voit sans peine la coincidence des limites lim 4, et lim 4,. La proposi-
tion 2.1 montre ensuite la compacité de I’ensemble limite A. puisqu’on peut
prendre pour C, ’ensemble A4,, r désignant un entier tel que

Dist(A4,, A,) <e pour k>r.
La conclusion de la méme proposition montre que ’on a Pinclusion A,CO0.(A)
‘pour k assez grand.

On peut ensuite appliquer la proposition 2.2, et la conclusion de la proposi-
tion montre que ’on a l'inclusion ACO,(A4;) pour k£ assez grand. La proposi-
tion & démontrer est donc établie.

D’aprés cette proposition ’espace Comp D est complet.

Proposition 3.2  Soiz {A,} wune suite de compacts. S’il exists un compact
C qui contient tous les Ay, la coincidence des deux limites: lim A, et fim A,
est suffisante pour la convergence de la suite {A,}.

En effet, ’hypothése de la proposition 2.1 est remplie, en prenant C pour
C., et ensemble limite A est compact. La proposition 2.2 est aussi applicable.
Les conclusions des deux propositions impliquent la convergence de la suite {4z}
vers A. .

Proposition 3.3 Une famille de compacts contenus dans un compact est
une partie compacte de Comp D, c’est-a-dire de toute suite de compacts contenus
dans un compact C on peut extraire une suite partielle convergente dans C.

Soit {A4;} la suite extraite de la famille. D’aprés la proposition 2.1,

A=lim A,
est un compact non vide. D’aprés la proposition 1.3, on peut extraire de la
suite {4z} une suite partielle {4,'} qui a la limite déterminée A’. Alors, la
proposition 3.2 montre que la suite {A,’} converge vers sa limite A’.

4. Continuité et semi-continuité

Considérons une application F d’un espace distancié¢ ® dans Comp®’. On
peut définir, comme les deux limites d’une suite de compacts, celles de I’appli-
cation F en a par

lim F(2) = {y€D’; lim dist(y, F(x))=0},
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lim F(z) = {y=D"; lim dist(y, F(x))=0}.

r—ra
L’application F est dite semi-continue inférieurement en a si, en désignant
par ¢ un nombre positif quelconque, on a

@D F(a) cO.(F(x))
pour x assez voisin de a. Dans ce cas, on a évidemment
(2) F(a)Clim F(x).
x>a

La réciproque est aussi vraie, c¢’est-a-dire si Pon a (2), F est semi-continue
inférieurement en a. '

En effet, supposons le contraire. Il existerait alors nue suite {a,} conver-
geant vers a et telle que

F(a) T O.(F(ap)).

On pourrait extraire de F(a) une suite {#,} telle que b,&0.(F(ay)) et d’aprés
la compacité de F(a), on pourrait en extraire une suite partielle convergente.
Son point limite ne pourrait appartenir a lim F(x). C.Q.F.D.

L’application F est dite semi-continue supérieurement en a si, en désignant
par € un nombre positif quelconque, on a ‘

/ F(#)CO,(F(@)
" pour x assez voisin de a. Dans ce cas on a évidemment
F(a)> lim F(x)
T—>a

mais cette condition n’est pas suffisante pour la semi-continuité supérieure.

Proposition 4.1 Pour qu’une application F de ® dans Comp D' soit semi-
continue supérieurement en a, il faut et il suffit que Uon ait la condition sui-
vante :

Si une suite {ap} extraite de D converge vers a, et si bySF(ap), on peut
extraire de la suite by} une suite partielle convergeant vers un point de F(a).

Si F n’est pas semi-continue supérieurement en a4, on peut trouver une suite
{ar} convergeant vers a et telle que

F(#) ¢ 0.(f(a))

pour x=ay, ¢ étant un certain nombre positif. Il existe donc un point 5,& F(a,)
qui n’appartient pas a O.(F(a)). Alors aucune suite partielle de la suite {&;} ne
peut converger vers un point de F(a).

La nécessité de la condition étant évidente, la proposition est établie.

Une application semi-continue inférieurement (supérieurement) en chaque
point de D est dite semi-continue inférieurement (supérieurement) dans D.

L’application F est dite continue en a si l’on a

Dist(F(x), F(a)) >0 pour z—a.
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Dans ce cas nous écrirons aussi F(x) — F(a) ou lim F(x) =F(a) pour x—a. Une
application continue en chaque point de ® est dite continue dans D.
D’aprés la définition de la continuité, on voit immédiatement que les semi-
continuités inférieure et supérieure impliquent la continuité.
Si D=R"” I’inégalité
Dist(A4,B) <e
entraine

Dist(05(A), 05(B) < e.
On a donc la

Proposition 4.2 O, est une application continue de CompR" dans
Comp R”,

Si T est une transformation qui fait correspondre & un point *€® un point
Tz=®’, on désigne par la méme lettre I’application qui fait correspondre & une
partie X de ® son image définie par

T(X)={Tx; z=X}.
T est évidemment croissante, c’est-a-dire on a T(A)C T(B) pour ACB.

Proposition 4.3 Si T est continue comme application de ® dans D', elle
est aussi continue comme application de Comp® dans Comp D'.

Soit A€Comp®. A £>>0 on peut faire correspondre § >0 de maniére que

si
acsA, |lz—all<d

on ait

|| Ta—Tal| <e.
Si

Dist(X, 4) < ¢
A un point a€ A correspond un point z&X tel que

Hx—al| <o

et réciproquement. On a donc
Dist(T(XD), T(A) <e.

5. L’espace des compacts convexes

Proposition 5.1 Si A est un convexe dans un espace de Banach B, O,(A)
Dest aussi.

Prenons, en effet, deux points z et x’ appartenant a O.(A) et un point ¥
du segment qui les joint. On peut extraire de A deux points a et a’ tels que
Pon ait

lla—all<e, lle'—all<e.
Y. peut s’écrire

y=~_0Q—-t)a+tx’
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avec 0<z<1. D’aprés la convexité de A, le point
b=1~ta+za
lui appartient. ¥ appartient donc a O.(A) puisque |[p—y|| <e.

Proposition 5.2 L’ensemble Conv®B des compacts convexes est une partie
fermée de Comp B.

Soit {A,} une suite de compacts convexes qui converge vers un compact A,
et considérons deux points a et b appartenant a3 A et un point ¢ du segment
qui les joint. Si % est assez grand, A est contenu dans O.(4,;). Celui-ci étant
convexe, ¢ lul appartient. On a donc

dist(c, Ap) <.
On en conclut que ¢ appartient a A.

Appelons enveloppe comvexe d’un compact A le plus petit ensemble convexe
fermé contenant A et désignons-le par env A. Celui-ci est aussi compact.

Proposition 5.3 env une application continue de Comp B dans Conv B.

Considérons en effet une suite de compacts {A4,;} convergeant vers un com-
pact A. 1l suffit de montrer que la suite {env A,} converge vers env A.

¢ désignant un nombre positif quelconque, on a

A,CO.(A), AcCO.(Ap)
pour % assez grand. Celles-ci impliquent évidemment

A,CO.(env A), AcCO.(env Ap).
Les seconds membres étant convexes, on a
env Akcég(env A), env AcO.(env 4,).

On en conclut

Dist(env Ay, env A) <¢
ce qui suffit pour démontrer la convergence env 4,—env A.

6. Continuité de quelques opérations

Proposition 6.1 L’union U est une application continue de Comp DX
Comp® dans Comp D. ‘

Soit €>0. Si A,— A, B,—B,on a

A,CO.(A), B,CO(B), ACO(Ay), BCO(BY.
On en déduit
ARUB,CcO,(AUB), AUBCO.(4,UBp),
d’ou résulte
Dist(A,U B, AUB) <.
On a donc '
A,UB,—~AUB.

Proposition 6.2 L’intersection (\ est une application semi-continue supér-

ieurement de Comp DX Comp D dans Comp D.
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Prenons deux compacts A et B. Si ACB, on a
05(A) N0s(B)=05(A) =0s(AN B),
d’ott découle la semi-continuité supérieure de 'opération N en (A, B).
Considérons maintenant le cas ou 'on a
A¢B, AnNB+0.
Si £>0 est assez petit, ’ensemble
A={z€A; »&0,(ANB)}
est un compact non vide. Considérons un point quelconque
z2€05(A)NOs(B).
Si § est assez petit, on a
0:;(AHNOs(B)=0.
z appartient donc a
, 2€0,(A— A CO. (AN B).
On en conclut la semi-continuité supérieure de I’opération N.
Proposition 6.3 L’addition + est une application continue de Comp BX
Comp B dans Comp B.
Supposons que ’on ait
Dist(X, A)<§, Dist(Y,B)<3d.
Si ce A+ B, on peut écrire
c=a+b, acsA, bEB.
Il existe dans X et Y des points « et ¥ tels que
He—all<é, |ly—bll<d.
On en déduit

Nx+y)—(a+b)|| <26.
On a donc

A+BCOi(X+Y).
On a de méme
X+YCO,(A+B).

Proposition 6.4 La multiplication d’un compact par un scalaire est une
application continue de R'XComp B dans Comp B.

Supposons que l'on ait

Dist(X, 4) <46, |i—al|<0.
Si cea A, on peut écrire
c=aa, a<A.

Il existe dans X un point % tel que ||z—a|| < J et z=Ax appartient a4 A X.

Or on a

Hz—cll N A@—a ||+ |A-ada|l <(la|+d+]a]Dd.

Si donc on a

(la|+|lall+06)d <e.
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a A est contenu dans O,(AX). On voit de méme ’inclasion
AXcO(la ).

Proposition 6.5 L’intersection (N réstreinte & Conv R*XConv R* est une
application continue en (A, B) si AN B contient des points intérieurs.

Il suffit de démontrer la semi-¢ontinuité inférieure.

Par hypothése C=AN B est un compact convexe admettant des points inté-
rieurs. C est donc la fermeture de P’intérieur C° de C. Si p>0 est assez petit,
I’ensemble N,(C) défini par

N (O)={x=C; dist(x,0C) = o}
est un compact convexe non vide, et on a
C'= U {Na(C); p>0}.
Soit £ >0. Nous voulons montrer que 'on a
CcO(N(C))
pour p >0 assez petit.

Supposons en effet le contraire. On pourrait alors extraire de C une suite
de points {c;} telle que ¢, O (N, (C)) avec 0, | 0. On pourrait supposer c,— ¢
sans perdre la généralité. O,,3(c) contiendrait au moins un point ¢’&8C.

¢’ appartiendrait & N, (C) pour p, <dist(c’,8C) et alors ¢ appartiendrait a
Og/2(Np,(C)).  Si done on a dist(c,cp) <€/2, ¢, appartiendrait a O.(N,,(C))
contrairement 4 notre hypothése. .

Cela posé, soient X et Y des compacts convexes tels que

Dist(X, A)< 4, Dist(Y,B)<4.
0 étant supposé assez petit, on a
XDN,(4A), YDN,(B).
On a donc
ANB=CCO(N,(C))TON,(A)NN(B))CTOA(XNY). C.Q.F.D.

Considérons maintenant I’application R”N0, qui fait correspondre a
AcComp® le compact R*N0,(A) dans R”. Nous dirons qu’elle est semi-
continue supérieurement, c’est-a-dire on a la

Proposition 6.6 L’application R*N0, est une application semi-continue
supérieurement de Comp D dans Comp R”.

En effet, si elle n’était pas semi-continue supérieurement en A, on pourrait
trouver une suite {B,} convergeant vers A et telle que si ’on prend convena-
blement un point b,ER*N0,(B,) la suite {b,} converge vers un point & n’ap+
partenant pas & R*N0,(A), ¢ désignant un nombre positif assez petit. La dis-
tance dist(d, A) serait-donc plus grande que 0 et presque tous les B, contien-
draient des points distants de A plus de ¢, ¢ désignant un nombre positif quel-

conque moindre que dist(d, A)—p. La suite {B,} ne pourrait alors converger
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vers A, contrairement 4 I"hypothése.
Proposition 6.7 Si D est une partie fermée de D, I'application D'N, qui
fait correspondre ¢ X=Comp D, Uintersection ®'NX, est semi-continue supéri-

eurement.

En effet, considérons une suite {4,} extraite de Comp® et convergeant vers
A. On a évidemment

Im@NA)CDNA,
d’ou résulte la semi-continuité supérieure de ®'N.

7. Limites des suites monotones des applications semi-continues

Soient F et G des applications de ® dans Comp ®'. Si 'on a F(&)cG(x)
pour tous les 2ED, F sera appelée minorante de G et G majorante de F. Nous
écrirons dans ce cas FCG ou GDF. Si F(x) se trouve a lintérieur G%(x) de
G(x) pour tous les xED, nous écrirons F<G ou G>F. Alors F sera appelé
minorantes stricte de G et G majorante stricte de F. Si une suite d’applications
{F;} est telle que F,CF,,, pour tous les entiers positifs % elle est dite croissante.
Si I'on a l'inclusion inverse FpDFy,,, elle est dite décroissante. Une suite est
dite monotone si elle est croissante ou décroissante.

Proposition 7.1  Une suite décroissante d’applications semi-continues sup-
érieurement de D dans Comp D' converge vers une application qui est aussi semi-
continues suppérieurement.

Soit {Fp} une suite décroissante d’applications semi-continues supérieurement.
D’aprés les propositions 1.2 et 3.2 la suite {Fy(x)} converge vers un compact
F(z) en chaque point z€®. Il suffit de démontrer la semi-continuité supérieure
de P’application limite F.

Soient a€®, e>0. Si k est assez grand, on a

Fr(a)CO(F(a))
et d’aprés la semi-continuité supérieure de F,, on a
Fp(2) CO(Fp(a))
pour dist(®,a) <0, 0 désignant un nombre positif assez petit. Ces deux inclu-
sions impliquent
Fp(2) CO(F(a)),
et puisque {F,} est décroissante, on a

F(x) CO%(F(a)). C.Q.F.D.
Proposition 7.2 Si une suite croissante d’applications semi-continues inféri-
eurement de D dans CompD' est majorée par wune application semi-continue
inférieurement de D dans Comp Y, la suite converge vers une application qui est
aussi semi-continué inférieurement. '
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Soit {F;} une suite croissante d’applications semi-continues inférieurement
majorée par une application semi-continue inférieurement G. D’aprés les pro-
positions 1.2 et 3.2 la suite {Fy(®)} converge vers un compact F(z) en chaque
point x€®. Il suffit de démontrer la semi-continuité inférieure de 1’application
limite F.

Soient a€®, ¢ >0. Si k est assez grand, on a

F(a) CO(Fr(a))
et, d’aprés la semi-continuité inférieure de Fj, on a

. Fr(a) COL(Fr(2))
pour dist(s, a) <&, & désignant un nombre positif assez petit. Ces deux inclu-
sions impliquent

F(a) CO(F(2)),
puisque Fp(2) CF(x). C.Q.F.D.

8. Composition des applications

Soient D, ¥, D'/ des espaces distanciés complets, F une application de ®
dans Comp®’ et F’ une application de Comp®’ dans Comp ®’’. En les compo-
sant, nous obtenons une application produit G=F'F définie par

G(@)=F(F(®)).
L’application F’ est dite croissante ou décroissante suivant que Iinclusion ACB
implique F(A)CF(B) ou F(A)DF(B). L’application est dite monotone si elle
est croissante ou décroissante..

Par exemple, I’application F de Comp BXComp PV dans Comp B définie par

F(X, Y)=AX+u0Y
est croissante.

Proposition 8.1 Si F et F' sont semi-continues supérieurement (inférieure-
ment) et si de plus la seconde est croissante, I'application produit G=F'F est
aussi semi-continue supérieurement (inférieurement).

1° Considérons le cas ot F et F’' sont semi-continues supérieurement.
Soient €D, § >0. D’aprés la semi-continuité supérieure de F, on a

(1) F(2) COs(F(a))
pour x assez voisin de a. On peut faire correspondre & € >0 donné, le nombre
6 de maniére que l'on ait

(2) F(X)COLF' (Fla)))
pour

(3) Dist(X, F(a)) £ 0.
Si I’on pose

(4D X=F(x)UF(a),

on a (3) et par suite (2). Griace & la croissance de F’, on a
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G&)=F'(F(x))CF'(X)
et puis, d’aprés (2),
(5) G(@) CO(F'(F(a)))=0,G(a)). C.Q.F.D.
2° Dans le cas ot F et F’ sont semi-continues inférieurement, il suffit de
remplacer, dans la démonstration ci-dessus, les inclusions (1) et (2) par les sui-
vantes :

1’ F(a)cOs(F(=)),

2 F'(F(a)) CO.(F' (X)),
et de définir X par

@' X=F(z)N0s(F(a))

au lieu de (4).

Proposition 8.2 Si lapplication F est continue et Uapplication F' semi-
continue supérieurement (inférieurement), Uapplication produit G=F'F est aussi
semi-continue supérieurement (inférieurement).

Considérons par exemple le cas de F’ semi-continue supérieurement.

Soient a€®, ¢ >0. D’aprés la continuité de F, on a '

(6) Dist(F(a), F(x)) £¢ .
pour 2 assez voisin de a. On peut faire correspondre & ¢ >0 donnée, le nombre
d de maniére que ’on ait (2) pour (3). Puisqu’on a (6), on peut prendre X=
F(x). On a donc l'inclusion (5).

9. Lemmes

Considérons une application semi-continue supérieurement F d’une partie
fermée E de R” dans Conv R”. ¢ et ¢ désignant des nombres positifs quelcon-
ques, on peut définir une fonction & définie et positive dans E de maniére que
Pon ait 6(z) <0 pour z€E et

F(a") CO(F(2))

pour z'€E, |jz—='||<26(x). On peut ensuite construire un ensemble A ne
contenant que des points isolés de maniére que

EcU {Oa(a)(a) H aEA} .
A chaque point s E correspond un ensemble non vide

A@)={a€A; 2€050 ()},

et puisque 0(z) < p, A(x) est un ensemble fini contenu dans O,(x). Désignons
par A, As, -+~ les parties finies de A telles que

E,={2€E; A(®)=A4A;}
ne soit pas vide. On a alors

ECN{Osw(a); acAd.

Lemme 1. Si A;CA;, E; est une partie femée de E;,UE;,



56 . M. HUKUHARA

Il suffit de montrer que E; est une partie ouverte de E;UE;. Soit z€E;.
Puisque
Aj=A@={acA; 1€050 (D)},
si Pon avait 2&04,(a) pour tous les a€A;, on aurait A;CA; contrairement
a 'hypothése. 1l existe donc un point a€ A; tel que ||z—~al| >0(a). On aura
“alors |{2’—al] > d(a) pour x’ assez voisin de x et x’ ne pourra appartenir a E;.
C.Q.F.D.

Silon a A;CA,;, AjCA; a la fois, E; et E; sont des parties fermées dis-

jointes de E;UE; et on a
ENE;=0, E;NE;=0.

Si 'on n’a pas 'une de ces relations, soit la premiére par exemple, A; est
contenu dans A;, et puisqu’on suppose i#j, A; n’est pas contenu dans Aj;, et
la seconde en est satisfaite. Par conséquent

Lemme 2. E;NE;#0, (i#j), implique

E.NE;=0, A;,CA,.

Démontrons maintenant le

Lemme 3. L’ensemble

E/={z<sE; A(x)T A}
est une partie fermée de E.

Supposons le contraire, c’est-a-dire existence d’une suite de points {z,}
extraite de E; et convergeant vers un point 2’ E;/. Si j est I’indice tel que
A;=A(x"), on aurait A;CA;. Les indices % tels que E, contienne un nombre
infini de points z,” seraient en nombre fini et on pourrait supposer, sans nuir
a la généralité, P’existence d’un indice % tel que l'on ait 2,/ E, pour tous les r.
' appartient 4 E;NE, et, d’aprés le lemme 2, on aurait Ap,cA;. A; contiend-
rait donc A,=A(x,”). Il en résulterait %, E;’ contrairement a ’hypothése.

10. Démonstration du théoréme fondamental

Démontrons maintenant le théoréme fondamental qui s’énonce comme il
suit.

Théoréme. S: F est une application semi-continue supérieurement d’une
partie fermée E de R™ dans Conv R*, il existe une suite décroissante d’appli-
cations continues de E dans Conv R*: {G,} convergeant vers F et telle que G, > F
c’est-a-dire Gp(&) contienne F(x) & son intérieur pour z<E.

L’ensemble ‘

E/'={x€E; JacA; tel que ||z—al|l=20(a)}
est une partie fermée de E puisque A; est un ensemble fini. ~ E;/ aussi étant
fermé, la fonction u; définie par
#;(x)=dist(x, E/ UE;/")
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est continue dans E, mulle dans E;’ UE;"’ et positive dans E—(E;UE;’"). On
a en particulier £;(x) >0 pour = E; puisque E;UE;’ ne contient aucun point
de E;. Par suite > u;(x) est positive dans E.
Posons

B;=N{0.(F(a)); ac A},

G(@) =21 u;(x) B;[ 2 #(2).
B; est évidemment un compact convexe, et G est une application continue de E
dans Conv R*,

Si uj(x) >0, x n’appartient pas a E;/. Si A(x)=A4A;, on a A;CA; et par

suite B,CB;. On a par conséquent ’
G(x)CB;.
Par suite
G(2) C0.(F(a))
pour a<A;.

Puisque #;(x)>0 implique 26 E;’, on a ||z—al| <28(a) pour tous les aE

Aj;. 1l en résulte

F(x) CO.(F(a)). ,
Donc F(z) se trouve & lintérieur de B; pour tous les j tels que #;(z)>0. On
a par conséquent F<G. L’application G définie tout a ’heure jouit de la pro-
priété suivante:

G est une application continue de E dans Conv R” telle que G> F et a cha-
que point xEE on peut faire correspondre un point a=E tel que Uon ait

z—all<0, G=)CO(F(a)).

Considérons deux suites décronissantes {e,}, {0;} convergeant respectivement
vers 0. En prenant pour &, ¢ les nombres ¢,, 0, nous obtenons une application
G,. Nous pouvons supposer la suite {G,} décroissante, car sinon, il suffit de
remplacer G, par G{N--NG, qui est aussi continue d’aprés la proposition 6.5.
La suite {G,} converge vers F et le théoréme est établi.

11. Application compacte et semi-continue supérieurement

Une application F est dite compacte si I'image de son domaine est contenu
dans un compact.

Proposition 11.1 S F est une application compacte et semi—continue supéri-
eurement d’une partie fermée E de B dans Comp®B, ’image de E par I—-F:

(U-F)(E)=U{(I-F)x; z<E}

est un ensemble fermé.

En effet, supposons qu’'une suite {y,} extraite de (J—F)(E) converge vers
y. 1l existe dans E un point «, tel que y,€(I—F)x,. FE’aprés la compacité
de ’application F, on peut extraire de la suite {x,—¥,} une suite partielle con-
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vergente {x,’—y,’}. La suite {y,’} étant une suite partielle d’une suite conver-
gente elle I'est aussi et par suite la suite {x,’} est convergente. Si x est le
point limite de celle-ci la semi-continuité supérieure de F entraine
x—yEF(),
d’ol
yed—F)x. C.Q.F.D.

Proposition 11.2  Soit F une application compacte et semi-continue Superi-
eurement d’une partie fermée E de B dans CompD. Si B est un compact con-
tenu dans (I-F)(E), Uensemble

' A={zeE; (I-F)xNB*0}
est un compact.

On voit immédiatement que A est un ensemble fermé. 1l suffit donc de
prouver que ’on peut extraire d’une suite quelconque {a,} extraite de A une
suite partielle convergente.

Soient

ar=A, by,e(I—-F)a,NB.
B étant compact, on peut extraire de la suite {b,} une suite partielle conver-
gente {b,’}. Soit {a,’} la suite partielle correspondante de {a,}. Puisque
ay’ —by EF(ay"),
on peut supposer la convergence de la suite {a,’—5,'} sans perdre la généralité.
Alors la suite {a,’} est aussi convergente.

12. Application dépendant d’un paramétre

Proposition 12.1. Soit F une application semi-continue supérieurement de

D dans Comp®'. - Si D est compact,
E=U{F(2); z2=D}
Uest aussi.

Considérons en effet une suite de points {y,} extraite de E. On peut ex-
taire de ® un point z, dont I’image par F contient y,. De la suite {z;} on
peut extraire une suite partielle convergente {x,’}. Soit {y,’} la suite partielle
correspondante de {yz.}. Si 2’ est le point limite de la suite {x,'}, O.(F(x"))
contient presque tous les points ¥, quelque petit que soit le nombre positif €.

Appliquons la proposition 2.1 en prenant 0.(F(#")) pour C, et ’ensemble ne
contenant que ¥, pour A, lm A, n’étant pas vide, on peut extraire de la
suite {y,’} une suite partielle convergente. Son point limite appartient a F(z’).

Soit ¥ un espace distancié compact. Nous désignerons par I [’application
de TXB dans B défini par ‘

3¢, x) ==.
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On a alors la
Proposition 12.2 Soit E une partie fermée de B et T une application

compacte et semi-continue supérieurement de IXE dans Comp®B. Si une partie
compacte B; de
Q=B E)=U{RQ - 2); z€E}
dépend de t d’une maniére semi-continue supérieurement, il en est de méme de
lensemble
Ai={2€E; (3- @, 2)NB#0}.

Si 'on fixe la valeur de ¢z, on peut appliquer la proposition 11.2. A; est
donc un compact pour chaque t=7. Si A; ne dépendait bas de ¢z d’une maniére
_semi-continue supérieurement, on pourrait trouver une suite {f,} convergeant
vers une valeur 7€X et telle que

AntO(A,)
pour une certaine valeur positive e. Soit z, un point de A;, n’appartenant pas
a 0.,(4,). Si l'on prenait un point ’
YrE B, N (I—T) (s, 22,
%,—Y, appartiendrait a F(tg, ), et d’aprés la compacité de UB; et de &, on
pourrait supposer, sans perdre la généralité, que les suites {y,} et {xz—y,} con-
vergent. La suite {x;} aussi convergerait et le point limite y de la suite {y,}
appartiendrait a
B.N&3-3) (7, »),
x désignant le point limite de la suite {x,}. On aurait donc z=A,, tandis que
2,¢£0,(A,). Ainsi on arrive a4 une contradiction.

13. Définition du degré topologique; cas de I’espace R~

Considérons une application F compacte et semi-continue supérieurement
d’une partie fermée E de R”* dans Conv R?. Nous supposerons que x& F(x)
pour z€0 E.

Soit G une application continue et compacte de E dans Conv R”, satisfaisant
& la condition suivante: '

G>F et z&#G(x) pour x€0E.
Si G’ satisfait a4 la méme condition, I’application G''=GNG" définie par
G'(@)=G)NG (x)

est évidemment compacte. D’aprés la proposition 6.5, G’/ est continue. G’
satisfait donc 4 la méme condition que G.

On voit immédiatement que I'application G; définie par

G=1-)G+:G"’

satisfait 4 la méme condition pour z<[0,1]. Soit g:(x) le barycentre de G;(x)
Puisque ¢;(x)=G,(x) pour 2<E, on a )
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r#g,(®)
pour s<0FE. g¢,(x) considérée comme fonction de (t,%) est une application
continue de [0, 11X E dans Conv R". Par suite le degré topologique d(o, I—9;, E)
est indépendant de ¢z. Si nous désignons par g(%), g’(x), g’/(#) respectivement
les barycentres de G(z), G'(x), G'’(%), on a évidemment g,=g, g;=9'/, et puis
d(o,I—g, E)=d(o, I—¢"', E). '
On voit de méme
. d(o,I—9g',Ed)=d(o,I—¢"",E).
Par conséquent, la valeur d(o,I—g, E) est indépendante du choix de G. Elle
est par définition le degré topologique de 'application E—F de E en o:
d(o,I—-F,EY=d(o,I—g, E).
Pour que cette définition soit légitime, il faut montrer l’existence de 1'ap-
plication G.
D’aprés la proposition 11.2,
A={xcE; o=c(I—F)ux}
est un compact. Il ne contient aucun point de 9 E. La distance
’ 20=dist(0 E, A)
est donc positive. Alors 2 F(&) pour 2=0;(0E) et (I—F)(Os@E)) est un
ensemble fermé ne contenant pas o. La distance
o=dist(o, I—F)(0;(@ E)))
est positive. Soit G une application satisfaisant & la condition énoncée au n° 10,
e et 0 étant des nombres positifs tels que O+ <g, o<4.
Si *€0FE, a appartient 8 O3(0E) et on a
dist(z, G(x)) > dist(a, F(a)) —e—0
=o0—e—0>0.
On en conclut que 2 G(x) pour tous les =0 E. C.Q.F.D.
Le degré topologique en b: d(b,I—F,E) est défini par
d(b,I—F,E)=d(e,I—-(F+b), E),
ot F+b représente 'application définie par
(F+b)a=F(x)+b={y+b; ysF)}.

14. Propriétés du degré topologique; cas de ’espace R~

1° Si le degré topologique d(b,I—F, E) est différent de 0, il existe au moins
un point xS E tel que be(I—-F)u.

Nous supposons b=o0, sinon il suffirait de considérer F—b au lieu de F.

Si F est continue, et si F(x) admet des points intérieurs pour chaque z€E,
le barycentre f(%) de F(x) est une fonction continue de # dans E. Le degré
topologique d(o, I—f, E) étant égal a d(o, I—F, E), il est différent de 0. Il exi-
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ste donc un point fixe  od Von a la relation x=f(x). Puisque f(ax)EF(®),
on a x€F(2) ou o (U—F)x.

Considérons le cas ot F est semi-continue supérieurement. Prenons une
suite {G,} satisfaisant a la condition énoncée dans le théoréme fondamental.
On a alors

d(o,I—Gy, E)=d(o,I-F, E)
pour tous les 2, en supprimant, s’il est nécessaire, un nombre fini de termes
dans la suite, Il existe au moins un point %, E tel que 2,&G,(%,). On peut
lui faire correspondre un point a,E tel que
{l@r—arll = op Gk(xk>C5€k(F(ak))-
Il existe dans F,(az) un point b, tel que
ar—brll <ep.
On peut extraire de la suite {6} une suite partielle convergente {b,'}. Les
suites {e;} et {0,) convergeant vers 0, les suites partielles correspondantes {x'}
et {a,/} des suites {x;} et {a)} convergent vers le méme point % que la suite
{6,'} et, d’aprés la semi-continuité supérieure de F, on a x=F(x).
2> Soient A et B des parties fermées de E dont la réunion coincide avec E.
Si b n’appartient pas a
I-FY@EYUUI~F)(ANB),
on a
d(b,I—F,E)=d(b,I-F, A)+d(b,I-F, B).

Si F est continue et si F(x) admet des points intérieurs pour chaque z€E,
la relation devient une égalité connue. Si F est semi-continue supérieurement,
on prend une suite {G,} satisfaisant 4 la condition énoncée dans le théoréme
fondamental. La relation 4 démontrer devient 1’égalité

d(b, -G, E)Y=d(b, -Gy, A)+d(b, I-G,, B),
qui est vraie puisque G, est continue et que G.p(x) admet des points intérieurs
pour chaque 2 E.

3° Soit T un espace distancié compact et connexe et T une application com-
pacte semi-continue supérieurement de X E dans Conv R?. A chaque t€% on
peut faire correspondre une application F; de E dans Conv R" définie par

: F()=3(, 2.
Si b&E(I—F)(@E) pour tous les t=3, le degré topologique d(b,I—F; E) est
indépendant de t.

II suffit de montrer que d(b, I—F;, E) garde une valeur constante dauns un
voisinage de chaque 7&3X. Nous pouvons supposer b=0 sans perdre la géné-
ralité. L’ensemble

A;={gsE; 2= Fi(x)}
est un compact ne contenant aucun point de 8 E pour :E% et d’aprés la propo-
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sition 12.2, il dépend de ¢ d’une maniére semi-continue supérieurement.
Prenons une application G continue et compacte de E dans Conv R” satisfai-
sant 4 la condition suivante :
G>F, et o&(I-G)(PE). ‘
A, étant compact, on a G(#) DF,(2) pour £=05(A,), t0,(7) pourvu que 0 et
0 soient assez petits. On peut supposer que A,CO;(4,) pour t€0p(z). On a
alors
d(o, I-F;, E)=d(o, I—F;, 05(A)) +d(o, I—F;, E—O5(A)).
Or on a ‘
d(o, I—-F;, E—0s(A,)) =0,
d(o, I—F,, 05(A)) =d(o, -G, 05(4.).
On en conclut que d(o, I—F,, E) est indépendant de ¢ pour :&0,(7).
4° Si F(x) est contenu dans R™ (m <n) ainsi que b, on a
d(b,I—-F,ENR™)=d(b,I-F, E).

Considérons d’abord le cas ot F est continue et F(x) considéré dans R™
qontient des points intérieurs pour chaque z€E. Si f(%) est le barycentre de
F(x), f(x) appartient 4 R™ et on a

d(b,I—F, ENR")=d(b,I—f, ENR™)
=d(b,I—f,E)
=d(b,I—F, E).
Considérons maintenant le cas général. On peut trouver une application
continue telle que
bE(I-GY@OE),
et que 'on ait G > F comme application de E dans Conv R”. On a alors
d(b,I-F,ENR")=d(b,I—G, ENR™)
=d(b,I-G,E)
=d(b,I—F,E).

15. Définition du degré topologique; cas de I’espace L

Considérons maintenant une application F compacte et semi-continue supéri-

eurement d’une partie fermée E de B dans Conv B, et supposons que 'on ait
' o0& (I-F)(QE).
Le second membre de cette relation étant un ensemble fermé, la distance
d=dist(o, I-F)(QE)) ,
est positive. Soit F' une application compacte et semi-continue supérieurement
de E dans Conv ¥’ et telle que
Dist(F(), F'(2))< ¢

pour 2= E, ou B’ est un sous-espace ¢ dimension finie de B.

Pour que I'on puisse définir le degré topologique d(o, I—F, E) par
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d(o,I—F,E)=d(o, I-F,ENDB").
1l faut d’abord montrer I’existance des applications F/ et puis vérifier que la
valeur d(o, I—F', NW') est indépendante du choix de F'.
Soit C un compact qui contient F(E). On peut définir une application
continue T qui transforme chaque point 2€C en un point T% tel que
Tecs®, ||Tz—=2|l <4,
B’ étant un sous-espace a dimension finie convenablement choisi. env étant une
application croissante, 1’application
Fl=env T-F
est aussi semi-continue supérieurement. Puisque
Dist(F(x), TF(x)) <4
implique
Dist(F(x), F'(z)) <,
F’ remplit la condition voulue.
» Soit F'/ une application compacte et semi-continue supérieurement de E dans
Conv B’ et telle que .
Dist(F(x), F''(x)) <é
pour chaque 2 E, ot B’/ est un sous-espace & dimension finie de B. On peut
supposer B’ =B’ sans perdre la généralité, car, d’aprés 4° du n® 14, on a
d(o, I-F ,ENY)=d(o, [-F,ENB +B'")),
d(o, I-F" , ENY' ") =d(o, [-F'",END +B'")).
11 suffit donc de prendre B/+%B"/ au lieu de B’ et de B'’.  Puisque env et U
sont des applications croissantes,
G=env(F'UF")
est aussi une application semi-continue supérieurement de E dans Conv®’. Les
inclusions
F(@)CcOs(F(&)), F'()cOs(F(=))
impliquent :
G(x) COs(F(x)).
On a d’autre part
O3(G(®))DO(F(2)) DF(x).
On a par suite
Dist(F(%), G()) <.
Or la compacité de F’ et de F'/ entraine celle de G. G satisfait donc a la
méme condition que F/. L’application
Gi=(1—F +:G
satisfait aussi a4 la méme condition pour 0 <z<1 et puisque
d(o, I—G4, END)

garde une valeur constante pour t&[0,1], on a
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d(o, I-F ,ENY®)=d(o, -G, END").
On voit de méme :
d(o, I—F",ENY®')=d(o,I-G,END")
On a donc I’égalité & démontrer:
d(o, I-F ,EN®B)=d(o, I—-F"",ENY'").

16. Propriétés du degré topologique; cas de D’espace B

1° Supposons
d(o, I—F,E)+0.
Si I'on prend ’application F' du n® 15, on a
d(o, I—F',ENY) 0,
B’ étant un sous-espace a dimension finie. Il existe donc un point fixe pour
F’. Ce point fixe satisfait a inégalité
dist(w, F(2)) <&
Soit 0, 0. existe un pointa, tel giie '
dist(ay, F(ap)) < dp. _
Soit 5, un point de F(a;) qui est distant de a, moins de d,. On peut extraire
de la suite {;} une suite partielle convergente {b,}." Son point limite a est en
‘méme temps le point limite de la suite. partielle correspondante de {¢,}. D’aprés
la semi-continuité supérieure de F; a appartient a F{a).
D’une maniére générale, si
d(b, I—F,E)+0,
2zl existe un point a<=E tel que a—be F(a).
2 Soient A et B des parties fermées de E dont la réunion coincide avec E.
Si b n’appartient pas &
(I-FYQ@PEYUU-F)(ANnB),
on a » .
d{b,I-F,E)=d(b,I—F, A)+d(b,[—F, B).
3° Soit T un espace distancié compact et connexe et F une application com-
pacte semi-continue supérieurement de ITXE dans Conv®B. A chaque 1€ on
Dpeut faire correspondre une application F; de E dans Conv B dé finie par
Fe(x) =5, %). .
Si b (I—F)(E) pour tous les t=%, le degré topologique d(b,I—F; E) est
indépendant de t.
4° Si F(x) est contenue dans un sous-espace fermé V' ainsi que b, on a
d(b,I-F,EN®)=d(b,I-F,B).
On peut vérifier ces propriétés en réduisant le probléme au cas de ’espace
4 dimension finie, comme nous avons fait ci-dessus.
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17. Théoréme de Kakutani

Proposition 17.1  Soit D un ouvert convexe dans B et F une application
compacte et semi-continue supérieurement de D dans Conv B et telle que

(1) (I-F)Y(D)cD.
Si Uon a
(2) o&(I-F)(@D),

le degré topologique d(o,I—F,D) est égal & 1.
Nous supposons o= D, sinon il suffit de considérer au lieu de F I’application
F’ définie par
: Fl'(x)=F(x+a)—a,
a désignant’ un point de D.
La fonction o définie par
et
U(x)‘{sup{ll>0; AzxeD} pour 2 E
est continue dans tout l’espace B. Si donc on pose
F(x)=F(o(x)x)
pour x& E, F devient une applicat»ion compacte et semi-continue supérieurement
de ¥ dans Conv®B. On a de plus 2&F(%) pour s¢D. Par suite, si E est'le
d-voisinage fermé de D, on a ‘ S
d(o,I—F,E)=d(o,I—F,D)+d(o,I—F,E—~D)=d(o, I-F, D),
puisque o n’appartient pas & (J—F)(E—D). '

pour x€E

Cela posé, considérons le cas od B est & dimension finie et prenons une ap-
plication G satisfaisant a la condition énoncée au n® 10. Si g(#) est le barycen-
tre de G(x), g est continue dans E et g(x) appartient a l’intérieur E° de E.
On a donc '

. d(o,I—F,E)=d(o,I-G,E)
=d(o,I—g,E)=1.
- Si B est a dimension infinie, nous prenons pour F’ une application éompacte
et semi-continue supérieurement de E dans Conv %' telle que
Dist(F(x), F/' (%)) <46
pour z€E, ol B’ est un sous-espace . dimension finie.- On a alors
F'(£)CE®

pour x€E. On a par suite

d(o,I—-F,E)=d(o,I-F',E)=1.
La proposition est donc établie.

Proposition 17.2  Soit D un ouvert convexe de B et F une application
compacte et semi-continue supérieurement de D dans ConvB et telle que

(I-F)(D)cD.
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Il existe alors un point fixe, c’est-a-dire un point % tel que x= F(x).
Il suffit de considérer seulement le cas ot I'on a (2). On a alors
d(o,I-F,D)=1, _
et d’aprés une des propriétés du degré topologique, il existe un point fixe dans
D.

Proposition 17.3  Soit E un compact convexe dans B et une application
semi-continue supérieurement de E dans Conv®B. Si F(E)CE, il existe alors un
point fixe, c’est-a-dire un point % tel que l'on ait xS F(x).

En effet, prenons une sphére ouverte D qui contient E. Posons

F(z)=envU {F(y); y<EE,dist(x, y) =dist(x, E)}
pour x=D n’appartenant pas & E. F devient alors une application semi-conti-
nue supérieurement de D dans Conv® et la valeur est toujours comprise dans
E. La proposition 17.2 est donc applicable. Si ¢ E, x n’appartient pas
a F(x). Donc le point fixe appartient nécessairement a E.

Note. Nous avons généralisé le théoréme de points fixes [ 2] et la notion du degré

Y

topologique d'une transformation point & point [4] au cas de l’espace topologique
linéaire localement convexe. La méthode s’appliquera & la transformation point &
compact convexe. On pourra alors définir le degré topologique d’une transformation
point 4 compact convexe au cas de I’espace topologique linéaire localement convexe.
Le théoréme de Ky Fan [1], qui est la généralisation du théoréme de points fixes de

S. Kakutani [ 3], en se déduira sans difficulté.
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