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Kiel oni scias, J. Hadamard [1] solvis tre lerte la problemon de Cauchy
por la parta diferenciala ekvacio de hiperbola tipo, utiligante la finitan
parton de diverga integralo. Malgrai lia superanta tekniko, li devis distingi
du kazojn lait la pareco de la dimensio. M. Riesz [6,7] sukcesis forigi tiun.
maloportunecon, utiligante la integralon de Riemann-Liouville.

Aliparte, la transformo de Euler estas tre u’cila rimedo por studi la
linearan diferencialan ekvacion de Fuchsa tipo. Ce tiu transformo, ni
prenas por integrovojo kurbon fini8antan ée singulaj punktoj de ia integrota
funkcio. Pro tio oni renkontas diver8an integralon. Por eviti la uzadon
de diver8a integralo, oni anstataiiigas la kurbon finifantan &e singulaj
punktoj per tiu kiu duoble éirkadas la singulajn punktojn. Tamen trakti
diversajn problemojn per holpo de la duoble fermita integrovojo ne estas
facile. Se la integralo konverfas, la uzado de la integrovojo finiganta e
singulaj punktoj permesas pli facile antatividi la rezultatojn. FEstas do.
nature sin demandi éu oni povas trakti diver8an integralon kiel konvergan.
La ideo de J. Hadamard permesas respondi jese. Tion ni jam rimarkis en
nia libro [3]. Tamen la uzado de la integralo de Riemann-Liouville estas.
pli oportuna ankal por nia celo.

Ni jam traktis en [4] la finitan parton de diver8a integralo en la kom-
pleksa kampo. En la nuna artikolo, ni traktos la integralon de Riemann—
Liouville, kompletigante ée- kelkaj punktoj la antaliajn rezultatojn. Al la.
aplikado ni dedios la sekvontan artikolon.

1. Finita parto de funkcio

1. Potenca punkto. Se oni havas la ekspansion
a1 fz)=(@—af{gta(z—a)+ - +ae—ay+--}  (a=>=0)
girkail ¢, a estas nomata simpla potenca punkio kun la potenca indico 0. Se
f(z) estas la sumo de finita nombro da funkcioj kiuj havas ée ¢ simplajn.
potencajn punktojn, ¢ estas nomata polenca punkio de f(x). Simpla potenca.
punkto kun'la potenca indico egala al negativa entjero estas poluso; tiu kun
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J1a potenca indico egala al pozitiva entjero estas nulpunkto. Regula punkio estas
:simpla potenca punkto kun la potenca indico egala al nenegativa entjero.

Se la potenca indico 0 ée la simpla potenca punkto ¢ de la funkcio f(x)
-difinita de (1.1) ne estas nepozitiva entjero, la finita parto de f(x) &e a estas
0 latd difino. Se 0= —n estas nepozitiva-entjero, la finita parto de f(z) ée a
-estas g, lai difino. En tiu kazo, oni havas

1.2) a,= BACIR
lz—a|=r T—a
:se 7 estas pli malgranda ol la konvergradio de la ekspansio (1.1).

Se a estas simpla potenca punkto de f(z), ni signas per [ f(z)|* gian
finitan parton ée a. Se f(z) estas la sumo de funkcioj fi(=x) (j=1,2,---,n)
‘kun simplaj potencaj punktoj ée a, la finita parto | f(x)]* de f(x) ¢ a estas
difinata de

[f(@x) 1 =T fi(@) P +T (@) 1o+ - - - +T Fala) .

Estas klare ke oni havas la linearecon

(1.3 Faf(x)+Bg(x)1* = al flx)1°+ Bl g(2) 17,
kie a kaj B estas konstantoj.

Estas ankaii facile vidi la jenajn propoziciojn.

1.1 La produto f(x) de funkcioj fiz) (j=1, ---,n) kiuj havas ée a simplajn
_potencajn punktojn kun la potencaj indicoj 0; (j=1,---,n) havas e a simplan
potencan punkton kun la potanca indico 0 egala al la sumo 30;.

1.2 Se f(x) havas ée a simplan potencan punkion kun la potenca indico 0,
da inverso 1/f(x) havas ée a simplan potencan punkion kun la potenca indico —0.

1.3 éiuj Sunkcioj kiuj havas ée a potencajn punktojn formas ringon.

Komprenble la funkcio idente nula estas konsiderata kiel funkcio
‘havanta ¢e a potencan punkton kun la potenca indico + .-

c(x—a)y (c><0) estas nomata potenca monomo de x—a kun la potenca
:indico 0.

2. Potenclogaritma punkto. Se f(x) estas polinomo de log(x—a) kies
'koeﬁcientoj estas funkcioj kiuj havas ¢ée a poteficajn punktojn, a estas
nomata potenclogaritma punkto de f(x). Ni havas do

2.D J@)=fo(x)+ fi(x) log (x—a)+ - - - + fr(a)Xlog (z —a))™,
kie &iu f;i(z) havas ée a potencan punkton. m estas nomata logaritma grado
de f(x) e a. La finita parto de f(x) e a estas difinata de

2.2) Ff@) e = T fo(x) e
‘Oni vidas tuj la linearecon (1. 3).

'Se &iu f;(x) havas ée a simplan potencan punkton kun la potenca indico

.0; kaj se 0, ---,0,, diferencas je entjeroj unu de la aliaj, ni diros ke f(x)
Thavas Ge a simplan potenclogaritman punkton kun la potenca indico 0 egala
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al tiu ¢; kiu havas la plej malgrahdan realan parton.
Estas facile vidi ke la propozicioj 1.1 kaj 1.3 estas Zeneraligeblaj jene..

2.1 La produto f(x)de funkcioj f{x)(j=1, ---, m) kiuj havas ¢e a simplajn.
botenclogaritmajn punktojn kun la potencaj indicoj 0; kaj kun la logaritmaj
gradoj m; havas ée a simplan potenclogaritman punkton kun la potenca indico 0

egala al la sumo 310; kaj kun la logaritma grado m egala al la sumo 3 m;.

2.2 CAiuj funkcioj kiuj havas éz a potenclogaritmajn punktojn formas ringon..
Kompreneble potenca punkto estas konsiderata kiel potenclogaritma.

punkto kun la lbgaritma grado 0.

c(x—a)(log(z—a))” (c><0) estas nomata potenclogariima monomo kun la.

potenca indico ¢ kaj la logaritma grado m.

3. Nereduktebla esprimo. Funkcio kiu havas ¢e a potenclogaritman.

punkton estas multvalora ¢irkali ¢ same kiel log(x—a). Por eviti konfuzi-
gon, ni konsideras 8in funkcio de x kaj arg(x—a).

3.1 f(x) estu la sumo de funkcioj fi@) (j=1, - - -, m) havantaj ée a simplajn.

potenclogaritmajn punkiojn kun la potencaj indicoj 0;. Se la 0; diferencas unu
de la aliaj, f(x) ne povas esti idente nula.

Ni signas per # kaj v la realan kaj imaginaran partoin de unu kom--
pleksa nombro ¢ kaj per » kaj 6 la modulon kaj la argumenton de x—a..

Tiam ni havas

[{(x—a)’| = r*e?,

Se do z proksimigas al ¢ lad la kurbo 6=« logr, la modulo |(z—a)’| egalas.
7#7%, Ni signas per #; kaj y; la realan kaj imaginaran partojn de 0;. Se.

« ne prenas specialajn valorojn, unu el la nombroj #;—av; estas pli mal-
granda ol la n—1 aliaj. Ekzemple, &, —ay, estu la plej malgranda. Kiam
2 proksimigas al a lad la kurbo 0=«logr, fi(x)/2°: konver8as al nenula
konstanto ail grandigas senfine. Do f(x) ne povas esti idente nula.

Se du funkcioj havas ¢e ¢ simplajn potenclogaritmajn punktojn kun la
potencaj indicoj kies diferenco estas entjera, ilia sumo havas ankalu ée a
simplan potenclogaritman punkton. Se do f(z) havas ée a potenclogaritman
punkton, 3i estas ia sumo de funkcioj fi(z) (j=1,---,m) kiuj havas ée «a

simplajn potenclogaritmajn punktojn kun la potencaj indicoj ¢; neniu el.

kies diferencoj estas entjera. Tiam ni diros ke la esprimo

J(@) = fl@)+ @)+ - -+ Fol)

estas neredukiebla.

3.2 La nereduktebla esprimo estas unika, t. e. se f(x) havas du nevedukte--

blajn esprimojn ,
J(@) = fi(@)+fola)+ - - -+ Frl)
= gy(®)+ gal)+ - - - 4 g(2r)
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da du sistemoj (fy, <+, fm) kaj (g1, **, Qm) koincidas kiel tuto.

Efektive, ni havas o

i@+ @)= gi(@)— - - - — gu(x)=0.
Lail la propozicio 3.1, du el la m+n funkcioj f,(x) (7=1,---,m), gu(z) (=1,
-++,n) havas ée ¢ saman potencan indicon. Supozu do ke fl(x) kaj g.(x)
havas ée a saman potencan indicon ¢,. La potencaj indicoj de la aliaj fi(x)
kaj g.(x) diferencas de ¢, je neentjeraj valoroj. Sekve por ke oni havu
(@) e A ) — ga()— - - - — @) = go(2)—f1(®),

la du flankoj devas nuligi. Tiam du el la m-+n—2 funkcioj fi(z) (=2, - -,m),
gi(x) (k=2, ---,n) havas e « saman potencan indicon. Ni povas supozi ke
ili estas fy(x) kaj g.(x), ktp. Ni havas do la konkludon de la propozicio.

4. Finita parto de konverga vico de funkcioj. ‘

4.1 Supozu ke la vico de funkcioj f,(x) holomorfaj en ia Civkaiuiajo U de a
konvergas uniforme al f(x) kaj ke ¥(x) havas ée a potenclogaritman punkion.
Tiam ont havas

4.1 : [ fx)p(x)]* = ,l,ﬂjl [ fulw)p(x)? ]
kaj
4.2) [ @ (x)p(x) jo= lim [ £2 (x)p(x) 1 .

Pro la lineareco de la finita parto, estas sufie konsideri la kazon, en
kiu oni havas la ekspansion
(4.3) o(x)=(z—a)y(og(x—a)y* {ay+a(z—a)+ - - - +a,(e—a)*+---}.
Se 0 ne estas nepozitiva entjero ali se 0 estas nepozitiva entjero kaj
m >0, la du flankoj de (4.1) nuligas. Supozu do ke ¢= —n estas nepozitiva
entjero kaj m estas 0. Tiam oni havas

. 1 #
[ Faeta) o= o LOED gy tim [ LD g,
= lim [ (2)0(x) ] .

. Oni povas demonstracii sammaniere la rilaton (4.2).

5. Derivado rilata al parametro.

5.1 ¢(z) estu funkcio havanta te 0 potenclogaritman punkion, a(t) funkcio
holomorfa en ia domajno 4 kaj f(x,t) funkcio holomorfa en DX 4, kie D estas
domajno enhavanta o(t) por td. Tiam ni havas

d r=a ' ’ !
G- A D@ —a@) ™ =T (fie, +a'®)fila, ) oz —a(®)
Rezonante same kiel en la n-ro 4, ni povas supozi ke oni havas la
ekspansion
(5.2) O(x) = o7 {@g+a g+ -« - +a,x"+ -},
en kiu #n estas nenegativa entjero. Ni metas

r=a(l)
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Hx) = z"p(x), g(x, 1) = flx, HP(x—a(t))
kaj signas per g™ (x,f) la n-an deriviton de g¢(x,#) rilatan al z. Tiam ni
Thavas '
[ Sz, HP(x—a@®) =2 = g™ (a(t), t)/n!
kaj sekve

! n+1 (n)
6.3 A e =L DTN Do DD

kie g™(x,t) signas la (n+1)-an deriviton ain—atg(x, t). Aliparte, ni havas

S, Hp(e—a@®) = Loz, )+a' (O (x, DY (x—at)(x—a®) ™,

Salz, D0z —a@®) = Lgoa, )=z, Y (x—a®)](x —a@E) ™,
de kiuj ni facile vidas ke la dekstra flanko de (5.1) egalas (5.3). Oni havas
do la rilaton (5.1).

6. Punkto infinitumo. Se 0 estas potenca (potenclogaritma) punkto de
J(1/%), ni diros ke la infinitumo oo estas pofenca (potenclogaritma) punkto de
S(=). La finita parto de f(x) e o estas lai difino

[f@) )= =T /%) 17=°.

6.1 f(x) estu funkcio havanta &2 a potenclogaritman bunkton. Tiam ni

havas

6.1) Ff))e =T fE—b+a)f=2.
Se a att b estas oo, tiu rilato devas esti anstataiiata de
, e — | (1N
(6.1) rros = [7(75)]
6.1)" @) =T fla+1/HF=.

Estas sufi¢e konsideri la kazon en kiu f(x) havas ée ¢ simplan potenc-
Jogaritman punkton, aii pli simple la kazon en kiu oni havas la ekspansion
fxy=(—a)(log(z—a)”{a,+alz—a)+ - +ta,(e—ay*+--}.

Se b estas ankai finita, oni havas la ekspansion de
9(&) = f(i-b+a)

.anstataliigante x—a per t—b. Se a=co, estas sufite anstatatigi z—a per 1/z.
Se b=rco, estas sufie anstatafiigi £—5 per 1/t '

éiuj propozicioj establitaj §is n-ro 4 rilate al punkto en finita distanco
-estas facile generaligeblaj al la punkto c. Koncerne la propozicion 5.1, &i
‘estas vera por a=co se a¢ ne dependas de la parametro.

7. Funkcio de Fuchsa tipo. Ni diros ke f(x) estas funkcio de Fuchsa
ipo en ia domajno D, se la jena kondi¢o estas plenumata.

Per la analitika plilongigo lad ia ajn kurbo en D oni renkontas neniun
-punkton de f(x) alian ol la potenclogaritma punkto. ‘

Ekzemple, konsideru la linearan ekvacion
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(7.1) YO+ (@)Y + <+ Py =0
kies koeficientoj estas meromorfaj en D. Se
(7.2) (@—a)py(x) = Pu(w)  (k=1,2,---,n)

estas holomorfaj éirkaii e D, (7.1) havas » lineare nedependajn solvojn por
kiuj a estas simpla potenclogaritma punkto. Iliaj potencaj indicoj ée a estas
la #n radikoj de la tiel nomata defermina ekvacio kiu skribigas
(7.3) o(0—1)---(0—n+ 1+ P0)o(p—1)- - -(p—n+2)+-- - + P,(0)=0.
Oni scias plie ke oni havas la reciprokan propozicion. Ni havas do la
teoremon
7.1 La koeficientoj de la ekvacio (7.1) estu meromorfaj éirkaié a. Por ke
&i havu n lineare nedependajn solvojn potenclogaritmajn Ce a, estas necese kaj
sufice ke la funkcioj Pu(x) difinitaj de (7.2) estas holomorfaj ¢e a.
Kiam la kondiéo de la teoremo estas plenumata, ni diros ke a estas
potencorda singula punkio de la ekvacio (7.1).
a povas esti co. Tiam (7.2) kaj (7.3) devas esti anstatatiataj de
.2y akpy(x) = Pp(a)  (k=1,2,---,m),
7.3) o(0+1)- - (0+n—1)—P(0)p(p+1) - -(0+n—2)+ - - - +(—1)"P,(c0)=0.
Ni diros ke la ekvacio (7.1) estas de Fuchsa tipo en D se Ia jena kondiéo
estas plenumata :
La koeficientoj p,(x) estas meromorfaj en D kaj ¢iuj polusoj de la koefi-
cientoj estas potencordaj singulaj punktoj.

II. Finita parto de deverga integralo

8. Difino. C estu ia kurbo liganta ¢ kaj b kaj ¢(«) funkcio holomorfa.
sur C krom a &e kiu 8i havas potenclogaritman punkton. Ni signas per
F(2) la analitikan funkcion kiu koincidas kun

8.1) FQ) = fc (50 0(x) de

kiam la reala parto %4 de A estas pozitiva kaj sufiCe granda. La finita parto-
de F(1) ée 1=0 estas lat difino la finita parto de la integralo de ¢(x) laid C:
kaj ni skribas

FFQ) ) = { fc ¢(x)dm=[ /a *o@)da .

Kompreneble kiam la integralo konvergas, la finita parto koincidas kun.
la integralo mem. Estas ankai facile vidi ke oni havas

TR = [ @—aretads

kian ajn valoron prenas A.
J(x) estu funkcio kiu havas ée a potenclogaritman punkton. Ni signas
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per G(A) la analitikan fnukcion kiu koincidas kun
(8.2) G = fc (2 —a) () dx
kiam la reala parto R4 de 1 estas pozitiva kaj sufite granda. Ni havas tiam
F () +BGD) = [ (o P et(e)+ Bad |
supozante N1 pozitiva kaj sufie granda. Ni havas do
| [ @@+ agi@) do = TaFW+B6Q
= al F(A) "+ BTG I

- a[/cfﬂ(x)dx-}-ﬁ[/;gﬁ(x)dx,

t. e. la linearecon de la finita parto de integralo :

©.3) [ fc (a¢+8¢xx)dm=a{ /C w(x)dxw( fc ory

Ni povas facile kalkuli la finitan pértdn de la integralo de potencloga-
ritma monomo. ' A ’ o
Efektive ni havas :
b—a

)
X . / (a—ap do=""
por RA>0 kaj la dekstra flanko estas meromorfa funkcio. Ni havas do
b—a)
b —_— por 1=<0,
8.5) U (x—a)*-ldx=[ A
“ log(b—a) por A=0.

Derivante la rilaton (8.4), ni ricevas

5 ) ma @7 (b—a)
/;(gc—a)A (log(z—a)"da= L
Ni havas do
m —mMA
) ;;;%@__ por A=<0,
— )1 —a)"dx=
8.6) [ / (@ loga—ayrda=i (0 "
—= =4 por A=0.
m+1

Tiuj rezultatoj kondukas kun la lineareco de la finita parto ke la supre
difinita funkcio F(1) estas meromorfa en la tuta ebeno. éar, subtrahante
de ¢(x) finitan nombron da potenclogaritmaj monomoj de z—a ni ricevas
funkcion kies integralo etendita laiilonge de C konverfas. Se a estas simpla
potenca punkto kun la potenca indico 0, F(1) estas holomorfa krom Ila
punktoj —0—n (n=1,2, ---) kiuj estas unuaordaj polusoj. Se a estas simpla
potenclogaritma punkto kun la potenca indico ¢ kaj la logaritma grado m—1,
F(4) estas holomorfa krom la punktoj —0—n (n=1,2,---) kiuj estas maksi-
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mume m-aordaj polusoj.

9. Elementaj ecoj de la finita parte. La elementajn ecojn de la inte-
gralo havas ankaii la finita parto de la integralo. Ni tion montros en tiu
n-ro. '

Supozu ke ¢(x) estas holomorfa sur ia kurbo C krom giaj ekstremoj a
kaj b &e kiuj ¢(x) havas potenclogaritmajn punktojn. Ni prenas sur C unu
punkton ¢ kaj ni difinas la finitan parton de la integralo etendita latlonge
de C per

©.1) | [ f () ds = [ f “O)dz— [ L ‘Oz .

Konsideru unue la kazon en kiu & estas regula punkto de ¢(z). Ni
signas per G,(1) kaj G,(1) la analitikajn funkeciojn kiuj koincidas kun la unua
kaj la dua integraloj en la dekstra flanko de (9.1) kiam Ri>0 estas sufife
granda. Ni havas

FQ) = G,d) - G
kaj G4(A) estas holomorfa ée A=0. Ni havas do
; TEAL =TG(DL — G0),
kio signifas ke oni havas (9.1).

¢’ estu ajna punkto de C kaj supozu ekzemple ke gi trovifas inter «

kaj ¢. Laii la jus demonstraciita fakto, ni havas

[/;c¢(x)dx= [ /; crw(x)dx— /; c’(p(x) dé ,
[ /:;o(x)dx= [ /; ‘tp(a:)dx—— /; C e(x)dz .

Se ni adicias tiujn rilatojn, la duaj termoj en la dekstraj flankoj sin nuligas

kaj ni havas
[Lcw(x)dx—[/;c¢(x)dx= [/:’(P(x) da— [/:,fﬂ(x)dx ,

kio montras ke nia difino (9.1) ne dependas de la elekto de la punkto c.
La formulo (9.1) skribigas sub la pli familiara formo :

9.1y [ /a o) d— [ / “o@)da+ [ / *ow)ds .

Se ni anstatatiigas ¢&i tie b per z kaj supozas la holomorfecon de ¢ sur
la arko cx, ni havas

I-/:fﬁ(t)dt=l'/:¢(t)dt +/;x<p(t)dt .

Derivante tiun & rilaton, ricevas

©.2) | %{ L o) dt=o() ,
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x
t. e. [ f Y(t)dt estas primitiva funkcio de .
a

Ni jam rimarkis la linearecon (8.3) kiam ¢(z) kaj ¢(x) estas holomorfaj
sur C escepte unu ekstremon ¢. La rilato (9.1) sekvigas tuj ke tiu
lineareco estas valida kiam ¢(x) kaj. ¢(x) estas holomorfaj sur C escepte la
du ekstremojn. ‘

Supozu pli generale ke sur la kurbo C trovigas finite da potenclogaritmaj
punktoj a,, a5, - - -, a, de la funkcio ¢(x). Ni povas difini la finitan parton de
la integralo de ¢(x) etendita lailonge de C per la matematika indukto
rilata al #, utiligante la rilaton (9.1)’. ,

Efektive, supozu ke la finita parto de integralo estas difinita kiam la
nombro de‘potenclogaritm\aj punktoj sur la integrovojo estas pli malmulta
ol n, kaj ke ni havas la formulon (9.1) en tiu kazo. Se sur C trovigas =
potenclogaritmaj punktoj (n>>1), ni difinas la finitan barton de la integralo
etendita latilonge de C per (9.1), prénante la punkton ¢ tiamaniere ke sur
&iu el du arkoj ac kaj b trovigas maksimume n—1 potenclogaritmaj punktoj
de ¢(x)., Ni povas facile vidi ke la lineareco (8. 3) kaj la formulo (9. 1)’ restas
ankorai validaj kiam sur C trovigas # potenclogaritmaj punktoj.

10. Integralteoremo de Cauchy. Se ¢(x) havas ée «¢ potenclogaritman
punkton, gia derivito ¢’(x) ankaid havas ée @ potenclogaritman punkton. Ni
povas do konsideri la finitan parton de la integralo de la derivito ¢’(x). Ni
volas montri ke generaligante la bone konatan formulon

[¢'@ads - [w@ie
ni ricevas
10.1) | [o@ds = rewic ;
la dekstra flanko reprezentas

[e(@) 15 = (@) —Te(x) 1,
kie a kaj b estas la ekstremoj de C.
Ni konsideras unue la kazon de
(10.2) ¢(x) = (x—a)’ log (z —a))™.
Dank’al la formulo (8.6) ni ricevas por 0=<0

b 3
(‘/; ¢'(x)dx= [/; (x—a){o(log(x—a))” +m(log (z —a))” ]dx

_dm (b—a) an 1 (b—a)
a0 Mg o
=(b—a)y(log (b—a))y"=¢ (). -

Car [¢(x)]*=0, ni ricevas (10.1). Se (J=0vbkaj m >0, ni havas
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[ f o) do— m[ / (e—a)'(log (x— )" da
= (log(b—a)™ = @(0).

Ni havas do (10.1), éar [¢(x)]*=0. Se i=m=0, la formulo estas evidenta.

La formulo (10.1) estas do vera se ¢(x) estas potenclogaritma monomo.
Gi estas do vera se ¢(x) estas lineara kombinajo de potenclogaritmaj mono--
moj. Subtrahante de ¢(x) linearan kombinajon de potenclogaritmaj mono-
moj, ni ricevas funkcion kiu konvergas al 0 por x —>a. Ankail por tiu éi la
formulo estas vera. La formulo (10.1) estas do establita en la kazo en kiu
¢(x) estas holomorfa sur C escepte unu el la ekstremoj.

Supozu nun ke ¢(x) estas holomorfa sur C krom la ekstremoj ée kiuj
¢(x) havas potenclogaritmajn punktojn. Se ¢ trovigas sur C, la jus demon-
straciita rezultato montras ke oni havas ‘

[ (o) dm =) £ [ [l éx=r<o(x)Jf.

Adiciante tiujn egalajojn, ni ricevas la rilaton (10.1),
La finita parto ée @ de la funkcio

O(x) — { f “ot) dt

estas 0, éar
O(x) = [ / xa)’(t) dt=[0@) |} = O(=)—-T0@) |°.

La formulo (10.1) restas valida e kiam sur C trovigas finita nombro da
potenclogaritmaj punktoj. Oni povas demonstracii tion per matematika
indukto rilata al la nombro de potenclogaritmaj punktoj trovigantaj sur la
integrovojo.

Speciale supozu ke C estas fermita kurbo tiel ke a=b5. Kvankam o(x)
ne estas uniforma, povas okazi ke ¢(») havas &e b la saman ekspansion
kiel ée a. Tiam ni havas [¢(z) |2=0, kaj sekve

(10.3) [ /C ¢(@)dz = 0.

Tiu rimarko tuj kondukas nin al la generaligo de la integralteoremo
de Cauchy.

10.1 f(x) estu funkcio holomorfa en ia domajno D ¢ivkaitita de fermita
kurbo C. Se gi estas holomorfa ankaii suv C escepte finitan nombron da punktoj
@y, 4y, - -+, 4, Ce kiuj gi havas potenclogaritmajn punktojn, oni havas

(10.4) | [ fc faydz =0,
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Efektive, .

() = f @)y da

estas holomorfa en D same kiel sur C escepte la punktojn a,, a4, -+, a, e
kiuj ¢(x) ankat havas potenclogaritmajn punktojn. Oni havas do (10.3),
kio estas ekvivalenta kun (10.4). »

11. Integralo etendita ladlonge de lao. I estu fermita kurbo kiu
éirkatias unu domajnon D. f(x) estu funkcio holomorfa sur I" same kiel en
D. La integralo de (z—a)’f(x) etendita laillonge '
de I egalas tiun etenditan laililonge de unu vojo
L kiun ni difinos jene.

7 estu malgranda cirklo éirkai ¢. Aliparte,

C estu kurbo alliganta ¢ al 4. Tiu kurbo ren-

kontas 7 ¢e ia punkto 4&’. Kiel la figuro montras, e
la dufoje trapasita arko de C alliganta a’ al &

kaj la unufoje trapasita cirklo v formas la vojon

L. Gi estas nomata lado éirkai a.

La valoro kiun prenas arg(x—a) kiam = iras de b al o' estas 2z pli
malgranda ol tiu kiun prenas arg(x—a) kiam z iras de ¢’ al 4. Ni havas do

[ @-arfwia= [ @-afr@aa
r L .
~gzie, (&
—(1- — @) f(w)d: —af .
(1—e )/;,(x a)°f(=) w+./;(w o) f (@) dz

Se Ro>—1, la integralo etendita laiilonge de 7 nulifas kun la radio de 7.
Ni havas do

fa - flw) de= "1““':..2#{,: fr (@—af f(x)da .

La dekstra flanko estas meromorfa funkcio de ¢ kies polusoj estas la nega-
tivaj entjeroj. La denominatoro de la koeficiento nulifas por 0=0,1,2, ---,
sed la integralo de (x—a)°f(x) ankaii nulias kaj la nenegativaj entjeroj
estasfregulaj punktoj de la dekstra flanko. Ni havas do

a1 | [(@-atr@ir= = [ @t r@a

kiam ¢ ne egalas negativan entjeron. Kompreneble, en tiu éi rilato, I”
povas esti anstataliata de la laéo L.

12. Derivado rilata al parametro. Unue ni rimarkas ke se f(x) estas
holomorfa sur la kurbo kun la komenca punkto ¢, ni havas

an g [ @-afreds=| [ @-artone-ay s

por ¢ diferenca de negativa entjero.
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Efektive tiu rilato estas vera por %0 >—1, dum du flankoj estas holo-
morfaj escepte la negativentjerajn valorojn de ¢.

f(z, ) estu funkcio holomorfa por (x, )€ Dx 4, kie D kaj 4 estas domajnoj.
Ni signas per L ladon &irkad ¢ kun la komenca punkto b, tiel ke ni havas

(1—e‘“""){ [ @—ars@ndo= [ @-afs, nda.
Derivante tiun rilaton per t, ni ricevas

A—e™ )= [ / =0, Dz~ / (r—a) f(ac Hda

=(1—e-2"”’)[ fc (x~a)Paf(x, Dz .
Ni havas do
12.2) ‘a@?{ fc (@—afF(a, t)dx=[ / (z— a)"*—f(x, fdo

por 0 diferenca de negativa entjero.
Se ni signas per Fy(0,%), Fy(0,%) la analitikajn funkciojn kiuj koincidas

kun
[/C(x—a)pf(sv,t)dx, { (x—a) f(x t)dx
por ¢ diferenca de negativaj entjeroj, ni havas
0
EZ—FI(pv t) = FZ(p3 t)
lat (12.2). Do, signante per —n negativan entjeron, ni havas

: . 2 o
ol [e-or@nda=Zrre0)

- [%Fl(p, t)Jp )

—n

=TFe,01" |
=[A(x—a)_"%f(x, Ddx .

Tiel ni vidas ke la formulo (12.2) restas valida por negativa entjero o.

Rimarkante
5| [ o togta—ayr(a, e~ a?;;; | [(@—arre, nas

00’” [/ x—a) f(ac, t)dxb,

ni ricevas pli generalan formulom

12.3) Py |- / (x—a)’(log(x— a))"f(x, ) dx
- [ f (x—a)"(log(x—a))maif(x, 8 dx
C t



. Transformo de Euler kaj gia aplikado al la diferencialaj ekvacioj de Fuchsa tipo, I 69

por ¢ diferenca de negativa entjero. Rezonante same kiel supre, ni vidas
ke tiu formulo restas valida por negativa entjero 0.
Ni povas generaligi la formulon jene:

az. 4 g{[ fc (b— )"z — @) (log (x— &))" f (&, D) das

= [‘[ -2z —a)(log(x —a))mif(x, Hdx .
c ot

AL

kaj (6—2)'f(z, £) estas holomorfa sur la arko ac de C kaj (x—a)’(log(x—a))™-
x f(x, ) estas holomorfa sur la arko ¢b de C.

Nun ni fiksas la valoron ¢ kaj anstatatigas f(z,f) per f(=). Car
(b—x)Mf(x) estas funkcio holomorfa de z, i por z<ae, ni havas

5%%%[ /; G-y @—a)f @) dz

A
Car ni havas

= { L ‘(-5 @ —a) (og (h— ) (log (s —a))*f (x) dz: ,

supozante ke 1 kaj ¢ diferencas de negativaj entjeroj. Ni havas la similan
formulon por la finita parto de la integralo etendita laiilonge de la arko.
¢b. Adiciante tiujn du rilatojn, ni havas

Caille { f ") @—af Fw)de

(12.5) 23500¢

= [ /; b(b — 2Nz —~a)’(log(x— @)’ (log (x—2))%f (x)dx .

Tiu formulo estas valida por A kaj ¢ diferencaj de negativaj entjeroj.

13. YVico de finitaj ‘partoj.

13.1 Supozu ke la vico de funkcioj fi(x) holomovfaj en la domajno D kaj
ke la vicoj de nombroj ay, b, kaj 0, konvergas vespektive al a, b kaj 0. Tiam
ni havas

13.1) [ i"(x—akf"fk(m) a] [ (w—af f@)da

por acD, beD, a><b kaj 0 diferenca de negalivaj intjeroj au por aéD, be D,
a>xb kaj 0,=0=—n (negativa entjero).
Ni prenas laéon L éirkad ¢ kun la komenca punkto b tiel ke oni havu

fL<x—a)”f(x)dx=(1—e‘““’>[ f w—aff@)ds .

Alligante b al b, per rekta segmento, oni ricevas laéon L, kaj ni havas

3 —2mip b Py
[ @ piman=0- )| [“@-a) s
Ly ay,
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por sufite granda n. Estas klare ke oni havas

f (=) Folw) de — f (5—af f(x)da .
L L

Oni havas do la rilaton (13.1) se ¢ ne estas entjera. En la kazo de nenega-
tiva entjero 0, la rilato estas evidenta.

Fo=[ [ ’:"<x—ak>"f<x> dx, F@o)= f w—aff@)ds

estas holomorfaj en la sufite malgranda domajno 0<(Jo+x|<d kaj F.(0)
konvergas al F(p) por k— oo uniforme en tiu domajno. [Fy(0)]™” konvergas
do al [F()| ™. Ni havas do la konvergon (13.1) por ¢z=0= —n.

La propozicio montras ke la konvergo '

[ /a o= af fulx) dw > { ‘/a w—af f@)de

estas uniforma por e<D, be D, a=<b kaj o0 diferenca de negativaj entjeroj.
Ni havas do la uniforman konvergon :
o” b o o b o
W( [ @-arfuaa »3—;,,;[ [ @—arrwas
sub la sama hipotezo. Rimarkante la formulon (12.1), ni ricevas la uni-
. forman konver@on '

(13.2) [ f “w—af(og(a—a)" fux)ds - [ L “w—af(log(5—a))"f(x)dx .

La rezonado kiun ni faris supre montras ke tiu uniforma konvergo estas
ankaill valida por negativa entjero ¢. Ni havas do la propozicion

13.2 Supozu ke la wvico de funkcioj fi(x) holomorfaj em ia domajno D
konvergas uniforme al f(x). Tiam ni havas (13.2) uniforme por acD, beD,
a><b kaj ¢ diferenca de negativaj entjeroj ai por a€D, beD, a><b kaj negativa

entjero 0.
f(x) estu funkcio holomorfa éirkaii ¢. Tiam ni havas la ekspansion
13.3) @) = cote@—a)+- - +e(e—a) + - -
kaj la partaj sumoj
13.4) Fal®) = coter(@—a)+ - -+ (z—a)

konverfas uniforme al f(x) éirkaii a. Se do ¢(x) estas la potenclogaritma
monomo (10.2), ni havas la uniforman konvergon é&irkai a:

| [ewraat> | [ srat.

Tio estas ekvivalenta kun la uniforma konvergo de la ekspansio

’ Ii/:(ﬂ(t) fHydt = ni;oc,, [‘/:j‘f(t)(t—a)”dt .
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Dank’al la formulo (8.5), ni havas
l 6m (x_a)P+n+l

¢
20" ovnil por o+n+l=<0,

(og(z—a))™*!
m+1
La dekstra flanko estas polinomo de log(z—a) kies koeficiento estas potenca
monomo kun la indico o+#n-+1 kaj gia finita parto ée a estas nulo. Se ni
derivas gin, ni ricevas ¢(z)(x—a)*. Dank'al la lineareco de la finita parto
de integralo, ni havas la propozicion
13.3 Se ¢(x) estas funkcio kiu havas &2 a potenclogaritman punkton kun la
potenca indico 0, ‘

[ L ot —a)'dt=

por fo+n+1=0.

0(z) = { f “o(t) at

havas ce a potenclogaritman punkion kun la potenca indico 0+1 kaj ni havas
o'(x) =), Tox))*=0.
14. Ekzemploj. 1° Ni jam scias ke oni havas

d” (b—a)*

2 - A0
b A-1 m aam A o ’
(14.1) 1:/; (x—a) (log(x—a))"dx = (og (b—a))y™+
i por A=0.

2° F(4, &) estu la analitika funkcio de 4, # kiu koincidas kun 1a integralo
b
/ -2 (w—a)* s
por (1 >0, Ru>0. Ni havas ,
SR & S - FACNTKCD)
(F_ AER-L #-teq g, L\ AE
FQ, ) = (b—a) '/;u A= du=

por {A>0, R#>0. Ni prenas unu punkton ¢ trovifantan sur la arko ab
kaj signas per Fy(4,4), Fy(A,#) respektive la analitikajn funkciojn kiuj
koincidas kun la integraloj

c v b
f =2 (x—a)" 'dax, / G—a) (z—a) 'dx
a c
por RA>0, Rue>0. F,(4, ) estas holomorfa kiam # diferencas de 0 kaj

negativaj entjeroj; Fi(4, &) estas holomorfa kiam 1 diferencas de 0 kaj
negativaj entjeroj. Ni havas do
FAGIACON

& A1 H-lg
(14.2) { f,, 62— do= "
Derivante tiun rilaton rilate al 1, &, ni ricevas

(14.3) { /a b(b — 2 Wz —a)" (log (b —))"(log (x —a))"dx

_ o (T, ewes
—0/1’"8#"{ Fo+a 09 }

(b'-‘a))d"‘-l

(b—a)““_‘.
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3° Supozu nun ke #=—F egalas nulon aii negativan entjeron kaj ke 4
diferencas de nulo kaj negativaj entjeroj.

[ Jo-0r oy tdn = TRG@H+Fih —B)

=TFQ,m)]*="%
Ni havas do .
b =
(14. 4) { fa b2 N —a) * 'd— [ %gf%g?—-(b—a)**“"J”

Pli generale ni havas

b N
[ / (b—2) Yz —a) ¥ (log (x —a))"dx

- [—T—»F,u, ﬂ)J”z L ’rﬂ‘Fz(A, u)J“z_k

our oun
~[Zram[
Ni havas do
(14.5) [ Lb(b_x)m(w_a)_k_laog @—a)'ds
[ 0]

III. Integralo de Riemann-Liouville

15. Difino. ¢ estu funkcio de Fuchsa tipo en D kaj C (C D) kurbo sur
kiu ¢ estas holomorfa escepte la komencan ekstremon. La alian ekstremon
de C ni signas per #, kiu povas trakuri en D. Se ni fiksas la valoron z,
la analitika funkcio de 4 kiu koincidas kun

{ fc (t—a)'et) dt

por A diferenca de nepozitivaj entjeroj estas meromorfa funkcio de 1 kies
polusoj 0, —1, —2, - .. estas ¢iuj simplaj. Se do ni dividas §in per I'(4), ni
ricevas entjeran funkcion de A, kiun ni signos per (J*¢)x. Tiel I* respon-
digas al ¢ unu funkcion I*¢ kiu estas, kiel oni vidos poste, funkcio de
Fuchsa tipoen D. (I*)x estas nomata integralo de Riemann-Liouville. Kiam
estas necese montri ke la komenca punkto de integrovojo estas a, ni skribos
<I*. La lineareco de la operacio I*: ,
IMav+BY) = alro+BIN

estas evidenta.

Ni povas facile kalkuli I*¢ kiam ¢ estas potenclogaritma monomo.

Anstataiiigante en la formulo (14.3) =z, b, &, m, n respektive per ¢, «z,
0+1, 0, m kaj dividante gin per I'(4), ni ricevas por (10.2) la egalajon
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PO | e T D |

oo™ | I'(A+0+1)

sub la hipotezo ke 1—1 kaj ¢ estas diferencaj de negativaj entjeroj. Tamen
la hipotezo rilata al 1 estas forigebla, éar la du flankoj estas entjeraj
funkcioj de A. Ni hvas do

5.1 (oI} (t—a) (log(t—a))™)(z) =

A
g™ { rl(;(ij;-l’r)l) ="
por ¢ diferenca de negativa entjero. Ci tie la subindico ¢ de T signifas ke
la esprimo skribata dekstre de I estas konsiderata -kiel funkcio de £, t. e.
ke t estas la integrovarianto.
Sammaniere la formulo (14.5) sekvigas
15.2) (L0 ogt-a)@ = oo | o=}
por pozitiva entjero 2. Se partikulare 1=1, tiu formulo skribigas

(15.3)  (Jit—a) *(logt—a))™) (=)

ml(z—a)* m (k—1)log(z—a))’
T G P2 it =
og(z—a)™ =
m-+1 “-D

16. n-foja derivado kaj n-foja integrado. = estu nepozitiva entjero
kaj supozu ke R1>—xn—1 kaj ke ¢ estas holomorfa ée ¢. Tiam ni havas
per la partaj integradoj

Ay | (=2 (@—pr*t (x—pDr+n <(n)
Ie)a= (r(x+1) YO+ vy OOt T e ¢ (t)J
(’“‘1)
ml—)f @' wat,

supozante ke A diferencas de nepozitiva entjero. La integrita parto nuligas
por t=x, kaj ni havas

Ay, (=@ (E—a | RRRTI C. Al ) SIS0
L=y DY rirn YO T g Y@
F(/1+n+1)./.(x b e .

Ci tie 1a du flankoj estas holomorfaj ée A=—#x kaj ni povas meti 1= —un.
Ni havas do

-n n K4 +
(I "0)s=0" )(a)+f "V dt =0 ().
Se ¢(x) havas ée a potenclogaritman punkton, oni havas

()2 =(I0) x+ f b(x —‘t)"“lp(t)dt.

F(ll){
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La dua termo en la dekstra flanko nulifas por i=—# kaj la unua termo
koincidas kun ¢™(x), éar ¢(x) estas holomorfa ée b.

Konsekvence, .

16.1 Se n estas pozitiva entjero, I™" estas la n—foja devivado D" sen escepto
kd‘j I° estas identa aplikado: I'¢=¢.

x
Se la integralo f ¢(t)dt konvergas, oni havas
a

z tn 123
6.1) (") z= / it, f By / ot,) dt,

por pozitiva entjero n. Tio estas bone konata fakto. Ni volas 8eneraligi
gin al la kazo en kiu la integralo de ¢ ne konvergas.

Ni komencos de la kazo de potenclogaritma monomo (10.2). Se ¢ ne
estas negativa entjero, ni havas

o | (x—a)'+”

oo™ {(o+1)(o+2)- . ‘(p—i-n)} )
Tiu & estas polinomo de log(x—a) kies koeficiento estas potencaj monomoj
de z—a kun la potenca indico ¢+n. Do gia finita parto ée a estas 0.

Derivante (16.2), ni tuj vidas

(16.2) d"¢)x=

16.3) B%*(I"¢)m=(["_l(0)x .
Ni havas do

(16.4) WI"0) 2= [ [uroar.
Metante é&i tie =1, ni ricevas

(16.5) (I'0)z= [ [owar

kiam la potenca indico de ¢ &e @ ne estas negativa entjero. Tion rimarkante,
ni povas skribi la rilaton (16.4) sub la formo
(16.4y d% = I .

Dank’al la linearco de la operacio I, tiu & estas valida kiam ¢ havas
ée ¢ simplan potenclogaritman punkton kun la potenca indico diferenca de
entjero. (16.4) sekvigas tuj

(16. 6) A" = GI'Y'e,
t. e.

(16. 6’ I P)m= [ [l ”dt,,( f - [ fa “wtpar,.

Se o= —F estas negativa entjero, ni havas

e ey

Derivante tiun rilaton rilate al x,“ ni vidas (16.3). La dekstra flanko de

(16.2) (I"¢) = {
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(16.2) estas polinomo de log(x—a) kies koeficientoj estas potencaj monomoj
de z—a kun la potenca indico n—%. Do la finita parto de (I*®)x Ce a estas
0 por n=<k, kaj ni havas ankaii (16.4). Sekve la formulo (16.6) estas valida
por negativa entjero 0<—mn.

Car ni havas

o [(w—af*t)_ 0" 2 (p+1)"(loglw—a)"
o™ { 0+1 } o™ ngo n! ’
(16.2)" sekvigas -
“(16.7) (Ilgp)x:ﬂ‘lg_(u)).__

m+1

por 0=—1. La finita parto de la dekstra flanko estas 0 &e a. Ni havas do

(16.5) kaj, pro la lineareco de la operacio ,I', tiu formulo estas éiam valida.
Supozu nun k=xn>>1. Ni vidas facile ke la finita parto de (I"¢)z Ce a

havas la valoron

[ai’:ﬁ {(o+1)(_o+;)-,--(p+n)}JP:_n=(__(}rE% (Z:)’ E ( n1—1>k

kie 3 signifas la sumon etenditan al la arangoj ki, - -+, ky, (By+ -+ +k,_ =n).

)
Ni havas do

T T G i TIOR8 WAL
WL O)z= IO T ST (n_j) .

Konsideru fine la kazon n>k>1. Tiam ni havas
IOz = IV T )2
kaj la jus demonstracita formulo montras ke oni havas
. gy 4 B EE B (1
(16.8) (A"0) = IT)'¥)x +—(;ljk5!—(zk; Jgom.
La &i supre akiritaj rezultatoj povas resumigi jene
16.2 @) estu la potenclogaritma monomo (10.2). Tiam la formulo (16.5)
estas valida sen escepto. La formulo (16.6) estas valida pov pozitiva entjero n se
la potenca indico © diferencas de —2,--+, —n. Se 0 egalas negativan entjeron
—k (A<B<n), ni havas (16.8). En ¢iu kazo (,I*¢)x estas polinomo de log(x—a)
kies grado estas maksimume m~+1 kaj kies koeficientoj estas potencaj monomoj
kun la potenca indico 0-+n.
Dank’al la lineareco de I”, oni ¢iam havas
16.9) D' = ¢, .
17. Vico de integraloj de Riemann-Liouville. La propozicio 13.2 sek-
vigas tuj la jenan propozicion
17.1 Supozu ke la vico de funkcioj fi(x) holomorfaj en ia domajno D kon-
vergas al f(x) uniforme en D. ¢ estu la potenclogaritma monomo (10. 2). Tiam
ont havas

Q7.1 (al*wfk) z = o)z
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uniforme por ac<D, xeD, z><a kaj 0 diferenca de megativaj enijeroj at por
acD, x€D, x><a kaj 0=—n (negativa entjero).

f(x) estu funkcio holomorfa ée a. Ni havas do la ekspansion (13.3).
Sx(x) estu la parta sumo (13.4). La vico de partaj sumoj {fx(x)} konvergas
al f(x) uniforme Cirkad a. Ni havas do (17.1) uniforme é&irkai a. De tio
ni povas konkludi ke oni havas la ekspansion

17.2) (I'of)z = io”” Lie@®t—a))ax .
Aliparte la formuloj establitaj en n-ro 15 montras ke oni havas
A o, [0 {F(0+n+1)(x—a)"*”+”}JP
17.3) LWDE-3) )“"[ som |~ IG+o+n+D)

kaj ni vidas ke la dekstra flanko estas polinomo de log(x—a) kies grado
estas maksimume m+1 kaj kies koeficientoj estas potencaj monomoj kun la
indico 1+0+#n.
Por ke la unua termo en la ekspansio (17.2) nulidu .estas necese ke
Fe+D/F(A+0+1) nuligu. Car se &i ne nuligas, la esprimo
om I'o+ )(=— a)x+p+1 P
a7.4 { o™ { L(A+0+1) }J
estas polinomo de log(2—e) kies grado estas ekzakte m ali m+1 laii tio se
§i restas finita ail infinitiffas. Se $£i nuligas, la esprimo estas polinomo de
log(x—a) kies grado estas ekzakte m—1se m >0. La esprimo (17.4) nuligas
do nur kiam oni havas
(17.5) m=0, 0=<negativa entjero, i-+0=negativa entjero.
Pli generale, ni povas konkludi ke la esprimo (17.3) nuligas nur kiam oni
havas

17.5), m=0, O0+n=><xnegativa entjero, A-+0+n=mnegativa entjero.

Rimarkante la ekspansion (17.2), ni alvenas al la propozicio

17.2 () estu la potenclogaritma monomo (10.2) kaj supozu ke oni havas la
ekspansion (13.3) kun c,><0. Tiam (I*¢f)x havas ée a simplan potenclogaritman
punkton. Gia potenca grado estas A+0 ati A+0 plus pozitiva entjero laid tio se
oni ne havas aii havas (17.5),. Gi nuligas idente nur kiam oni havas (17.5), por
¢, =0.

Do, por ke I*¢f nuligu idente, estas necese ke f(x) estu polinomo. Se
n estas 8ia grado, oni devas havi (17.5),. Se plie ¢ diferencas de la nega-
tivaj entjeroj —1,---,—mn, (17.5),, sekvigas (17.5),, (17.5),---,(17.5),,.,. Do J*¢f
nuligas idente.

Ekzemple, se A= —m estas negativa entjero pli malgranda ol —=un, I*f
nuligas idente. Tio signifas ke la m-a derivito de n-agrada polinomo estas
idente nula se m >n.
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Nu ¢ estu funkcio de Fuchsa tipo en ia domajno D kaj metu ¢=,I"¢.
La propozicio 17.2 montras ke ¢(x) havas ée @ potenclogaritman punkton.
Supozu ke la analitika plilongigo latt ia kurbo C (ZD) kun la komenca
punkto a kondukas nin al singula punkto b de ¢. Se x apartenas al sufice
malgranda éirkatiajo de b, ni havaé

A, s b -t
dx)=(GlPyx+ 1"(/1) Ua - e@)dt .

La unua termo en la dekstra flanke havas ée b4, lail la propozicio 17.2,
regulan punkton aii potenclogaritman punkton, dum la dua estas konstanto.
¢(x) havas do ée b regulan aii petenclogaritman punkten, kaj ni povas
mencii la propozicion

17.3 Se ¢ estas funkcio de Fuchsa tipo en D, I’¢ estas ankaii funkcio de
Fuchsa tipo en D.

18. Derivado rilata al parametro. Anstataliigante 4 per Ai—1 en la
formulo (12. 4) kaj dividante 8in per I'(4), ni ricevas

(18.1) v I"((s —a)(log(s—a)"f(s, £)) = I?((s—a)"(log(s—a))"‘%f(s, 1))

por A diferenca de nepozitiva entjero. Ci tie oni supozas ke f(s,f) estas
holomorfa funkcio de s, {. Kiam A= —#n estas nepozitiva entjero, ,I*=D”
estas n-foja derivado kaj la formulo estas evidenta. Do la formulo (18.1)
estas valida sen escepto. :

Simile anstatatigante A, p, ¢ respektive per A—1, 0, m en la formulo
(12.5) kaj dividante gin per I'(), ni ricevas

(18.2) apm — el s(s— @)Y F($)= oIs(s—a) (log (s — @) "f(s)) -

Ci tie oni supozas la holomorfecon de f(s). Tiam tiu formulo estas valida se
0 diferencas de negativaj entjevoj. A povas esti negativa entjero.

La é&i supre akiritaj rezultatoj sekvigas tuj la propozicion

18.1 f(s,t) estu funkcio holomorfa pov s€D, t€d kaj ¢(x) la potenclogaritma
monomo (10.2), kie acD. Tiam (I'¢f)x estas holomorfa rilate al =, A, 0, t por
xe D, z2<a, tE 4, 0 >=negativa entievo, au rvilate al x, A, t por x€D, x2<a, tE 4,
0=mnegativa entjero. '

19. Fundamenta formulo. Se, supozante la absolutan konvergon de la
integraloj, ni faras la kalkulon, ni ricevas

(I“I)‘fﬂ)x=m / "o(t) dt ft =5 s— B ds

.____]_"._. x . A+ -1 ; __ AR
- r(l-l—ﬂ)/;(x 1)) e dt=I""P)x .

Ni havas do la formulon
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(19.1) - I S N e
se R kaj Ru estas pozitivaj kaj sufie grandaj.

Supozu ke ¢(x) havas ée @ simplan potenclogaritman punkton kun la
potenca indico . Tiam (,I*¢)x havas ée a simplan potenclogaritman punkton
kun la potenca indico i+0+n kie n estas nenegativa entjero, kaj estas
entjera funkcio de 1. Sekve la maldekstra flanko de (19.1) estas holomorfa
rilate al A, # se A+¢ diferencas de negativa entjei‘o,x dum la dekstra flanko
estas entjera funkcio de A+«. La formulo estas do valida se A+0 diferencas
de negativa entjero. .

Ni konsideru nun la kazon en kiu ni havas (10.2) kaj A=—1. Derivante
(15.1) at (15.2) rilate al z, ni vidas ke oni havas

D0 x = (') w
sen escepto. Ripetante n-foje la derivadon, ni ricevas éiam
' (D" ) x=(I*"P)a .
Car ni havas I""=D~, la formulo (19.1) estas valida por #=—# kian ajn
valoron prenas i. Ni supozis ke ¢(x) estis potenclogaritma monomo. Sed
pro la lineareco de la operacio, tiu hipotezo estas forigebla.

La é&i supre ricevitajn rezultatojn ni povas resumi jene.

19.1 @(x) estu funkcio kiw havas &z a simplan potenclogaritman punkton kun
la potenca indico 0. Se A+0 diferencas de negativa enijero aii se X egalas
nepozitivan entjeron, oni havas la rilaton (19.1).

20. §an§‘o de integrovariante. f(s) estu funkcio holomorfa sur ia kurbo
I" alliganta « al £ kaj C la kurbo desegnata de ¢=f(s) kiam s kuras lad I.
Ni demandos nun éu oni havas la formulon

20.1) [ [owat=] [ eronro s,

supozante ke ¢(¢) estas holomorfa sur C escepte la komencan ekstremon a
kie ¢(f) havas potenclogaritman punkton.
La maldekstra flanko de (20.1) estas funkcio @#(x) de la fina ekstremo
x=f(&) de C kaj se ni metas
(20.2) Z(s) = O(f(s),
la dekstra flanko estas [Z(s)r. Do por ke oni havu (20.1), estas necese kaj
sufite ke la finita parto de Z(s) nuligu é¢ s=a. Tiu kondiéo ¢iam realifas
se .
(20.3) f—a=(-a)",
kie m estas pozitiva entjero.
Ni havas do la propozicion
20.1 f(s) estu funkcio holomorfa sur ia kurbo I' alliganta a al & kaj C la
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respondanta kurbo en la ebeno de t=J(s). Ni metas a=f(a), x=f(&) kaj difinas
¥(s) per (20.2), signante per O(x) la maldekstran flankon de (20.1). Tiam, por
ke oni havu (20.1), estas necese kaj sufice ke [¥(s)]® nuligu. Tiu kondiéo éiam
realigas por (20. 3).

Supozu nun ke £=1/s respondigas la kurbon C al la kurbo 7" alliganta
0 al £ en la ebeno de s. La komenca ekstremo de C estas o« kaj la fina
estas x=1/E. Ni difinas la finitan parton de la integralo de ¢(¢¥) etendita lai
C per la formulo (20.1), metante f(s)=1/s. Tiam la formulo restas ankorai
vera por

) = (s—a)™™,
kie m estas pozitiva entjero.

21. Integralo lau la kurbo atinganta la infinitumon. ¢(¢) estu funkcio
holomorfa sur ia kurbo C alliganta « al x escepte la komencan ekstremon.
o, kie ¢(f) havas potenclogaritman punkton. La transformo s=1/¢ res-
pondigas al la kurbo C unu kurbon I" en la ebeno de s. Kiam la integralo
konver@as, ni havas

f (@— D p()dt ="ty f (=055 s,

c

metante y=1/2; por la argumetoj de ¥, s kaj y—s ni prenas la valorojn
arg s= —argt, arg y=—arga«,

arg(y—s)=arg(z—f)—argit—argz—rx.
Ni metas do

1.1 P$(s) = e(1/s)™ s
kaj difinas («I*¢)x per
(21.2) : (I'0) 2 =25 (I p)(1/ )

Ci tie ¢ dependas de A. Ni supozas ke tiu 1 estas nedependa de la
surindico 4 de I, t. e. ni metas #=42 post kiam ni aplikis la operacion ,J*
al

O(s) = eA/s)s™ 1.

Nu ni rimarku ke «I"* koincidas kun la n—foja derivado D”. Por tio estas

sufite montri ke oni havas

(21.3) e (1/s)= (-1)%”“—5;"; [s"Ye1/s)].

Tiu formulo estas evidenta kiam #=0, 1. Por demonstracii §in per mate-
matika indukto, ni supozas 8in vera. Tiam ni havas

dar+t n . dar+t
dsn+1 [S w(l/S)J =S dsn+1

=(_1)n—1s—n—2(0(n+1) (1/3) .
Do la formulo restas vera kiam #» estas anatataliata de n+1.

[s"'e(1/s)]+(n+ 1)2‘% [s*'e/9)]
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Se ¢(f) havas ée o simplan potenclogaritman punkton kun potenca indico
0, Y(s) havas ée o simplan potenclogaritman punkton kun la potenca indico
Oo—u—1{(u=3). La propozicio 18.1 sekvigas do la jenan.

21.1 f(®) estu funkcio holomorfa en ia domajno D enhavanta ~ kaj ¢{) la
potenclogaritma monomo

21.4) o) = °(—log ™.

Tiam (I*0f)x estas funkcio holomorfa de x, 2, 0 por s€D, x3xoc0, P—Ax<x
nepozitiva entjero. Gi estas holomorfa vilate al x, X ankaii por x<D, x><oco,
0 —A=mnepozitiva entjero. Se f(t) dependas de ia parametro ¢ holomorfmaniere en
la domajno 4, gi estas holomorfa ankai vilate al tiu pavametro o en 4.

Se ni supozas la absolutan konverfon de la integraloj en la kalkulo, ni
havas

© A 1 » p-1 4 -1
(I"oT ¢)x=mfw(x—t) d;f/m(t—s)A o(s)ds

—‘_—1_** ¥ i __ M=1rg A1
= rray [ ds (o9 ar

=”IT11+71)‘ f “(@— M () ds = (I 0) 1 .
Ni havas do la formulon
(21.5) (oI* D)5 = (I O)

en la domajno kie la du flankoj estas holomorfaj. Se ¢(¥) havas ée o
simplan potenclogaritman punkton kun la potenca indico 4, (-I*¢)x estas
‘holomorfa rilate. al A, ¢ escepte kiam ¢0—1 egalas nepozitivan entjeron kaj
havas ée « simplan potenclogaritman punkton kun la potenca indico ¢0—A.
La maldekstra flanko estas do holomorfa rilate al 4, &, ¢ escepte kiam unu
€l la 0—A, 0—A—#¢ egalas nepozitivan entjeron. Dume la dekstra flanko
.estas holomorfa escepte kiam 0—i—u egalas nepozitivan entjeron. La
formulo estas do valida kiam ¢—A1 kaj ¢—A—u diferencas de nepozitivaj
-entjeroj.

Ni diros ke la formulo (21.5) restas ankorai valida e¢ kiam 0—1—4=—n
-egalas nepozitivan entjeron kondiée ke ¢— 1 diferencas de negativa entjero.

Efektive ¢ estu malgranda parametro kaj metu

) = 170 .
Se ¢=2<0, ni havas
(I*I'0) 2 = (I ) .

Prenante la finitan parton ée =0 de la du flankoj, ni ricevas (21.5).

Se u=—n estas 0 all negativa entjero, la formulo (21.5) estas valida sen
escepto. Por tion montri estas sufie konsideri la kazon en kiu ¢(f) estas
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potenclogaritma monomo (21.4). En tiu kazo, ni havas

P(s) = " '(log )™
kaj

(“IA‘P)w=e"""l- o {F(P*/I)m""’} F'

00™ (o)
Ni havas do

J
o™ { re—a-° } J

-n A E7PN 0" ?
(I " I"P)x=¢ W’V oo™ T
=em[ i { I(p=ar } J
ox"dom™ I'(0)
_eiven] T (Dbt 27 ) [
oo™ (o)
=(l""P)x .

Ni havas do la propozicion
21.2 ¢(x) estu jfunkcio havanta ée oo simplan potenclogarvitman punkton
kun la potenca indico 0. Tiam. ni havas la formulon (21.5) se 09— diferencas

de nepozitiva entjero, aii se U= —n estas nepozitiva entjero. Partikulare ni havas
D7 Ir=1°,
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