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1. Notations et resultats

On fixe $¥delta$ , $c$ tels que: $0<¥delta<c$ et on considere l’equation:

(1) $-y^{¥prime¥prime}+c^{2}y=¥lambda f(x, y)$

ou: $¥lambda¥geq 0$ .

Definitions: $C_{¥delta}^{0}=¥{y|y:R¥rightarrow R$ , continue, telle que:

$||y||_{0,¥delta}=¥sup_{x}e^{¥delta|x|}|y(x)|<¥infty¥}$

$K=¥{y|y¥in C_{¥delta}^{0}, y¥geq 0¥}$ .

$C_{¥delta}^{0}$ est un espace de Banach $(¥mathrm{c}.¥mathrm{f}. [1])$.

On cherche des solutions de (1) dans $K$ .

Theoreme 1. Sous les hypotheses suivantes:

$f:R¥times[0,$ $¥infty$ ) $¥rightarrow[0,$ $¥infty$ ) continue

(2) Quel que soit $r>0$, il existe $L_{r}$ , tel que

$|f(x, y)$ $-f(x,¥overline{y})|¥leq L_{r}(¥overline{y}-y’)$ , $0¥leq y¥leq¥overline{y}¥leq re^{-¥delta|x|}$

(3) $f(x, 0)¥not¥equiv 0$ , il existe $¥beta_{1}>0$, tel que: $f(x, 0)¥leq¥beta_{1}e^{-¥delta|x|}$.

Alors il existe $¥lambda_{0}>0$ et $¥lambda¥rightarrow y_{¥lambda}$ dans $C([0, ¥lambda_{0}], K)$ solution de (1), avec: $y_{0}=0$,
$y_{¥lambda}(x)>0(¥lambda¥neq 0)$.

Theoreme 2. Sous les hypotheses du theoreme 1, et en outre:

(4) $f(x, y)¥geq¥beta_{0}e^{-¥delta|x|}+¥gamma(x)y$, $x¥in R$ , $y¥geq 0$

ou $¥beta_{0}>0$ , $¥gamma:R¥rightarrow[0,$ $¥infty$ ) continue et $¥gamma(x)¥not¥equiv 0$, il existe $¥lambda_{1}>0$ , tel que pour
$¥lambda>¥lambda_{1}$ , l’equation (1) ne possede aucune solution dans $K$ .

Remarques. $1^{¥mathrm{o}}$ ) Les conditions (3) et (4) entrainent pour $¥beta(x)=f(x, $0) la
double inegalite:
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(5) $¥beta_{0}e^{-¥delta|x|}¥leq¥beta(x)¥leq¥beta_{1}e^{-¥delta|x|}$ , $¥beta_{0}$ , $¥beta_{1}>0$.

Exemples de fonctions satisfaisant aux conditions des theoremes 1 et 2:

$f(x, y)=¥beta(x)e^{y}$ , $f(x, y)=¥beta(x)(1+y)^{k}$ $k¥geq 1$

ou $¥beta$ satisfait a (5).
$2^{¥mathrm{o}})$ Dans la demonstration du theoreme 1, la condition (2) n’est necessaire

que pour une valeur de $r$ . Mais la condition complete est utilisee dans la
demonstration du theoreme 2.

2. Demonstration des theoremes

On utilise le lemme suivant:

Lemme. Soit $K$ un cone dans un espace de Banach reel $E$, c’est a dire
$K$ ferme, convexe, non vide et $¥mathrm{k}¥mathrm{K}$ $¥subset K$ $(¥lambda¥geq 0)$ ($K=E$ est admissible).

Soient $F:K¥cap B_{r}(0)¥rightarrow K$ , $r>0$

satisfaisant a la condition de Lipschitz:

$||F(x)-F(¥overline{x})||¥leq L||x-¥overline{x}||$ , $x,¥overline{x}¥in K¥cap B_{r}(0)$

et $¥lambda_{0}>0$ tel que:

$¥lambda_{0}(Lr+||F(0)||)<r$ .

Alors il existe une fonction continue: $y:[0, ¥lambda_{0}]¥rightarrow K¥cap B_{r}(0)$

telle que: $y(¥lambda)=¥lambda F(y(¥lambda))$ $(0¥leq¥lambda¥leq¥lambda_{0})$

$B_{r}(0)$ designe la boule ferme $e$ de $E$, de centre 0 et de rayon $r$ .

La demonstration de ce lemme decoule facilement du theoreme de point fixe
de Banach.

Demonstration du theoreme 1

Soient $K$ le cone des fonctions positives de $E$ $=C_{¥delta}^{0}$ et $F:K¥rightarrow K$ l’operateur
suivant:

(6) $(Fy)(x)=(1/2c)¥int_{-¥infty}^{+¥infty}e^{-c|x}{}^{-t}f^{1}(t, y(t))dt$ , $y¥in K$

D’apres (2), pour $y¥in K¥cap B_{r}(0)$, $F$ satisfait a une condition de Lipschitz
de constante: $L=(L_{r}¥mathrm{c}¥mathrm{h}(c-¥delta))/(c(c-¥delta))$ .
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D’apres le lemme, il existe $¥lambda_{0}>0$ et une fonction continue

$[0, ¥lambda_{0}]¥rightarrow K¥cap B_{r}(0)$

$¥lambda¥rightarrow y_{¥lambda}(0¥leq¥lambda¥leq¥lambda_{0})$

telle que:
$y_{¥lambda}=¥lambda F(y_{¥lambda})$ $(0¥leq¥lambda¥leq¥lambda_{0})$ .

D’ou le resultat.

Demonstration du theoreme 2

1. Sans restreindre la generalite, on peut supposer que dans (4), la fonc-
tion $¥gamma$ est a support compact. Soient $L$ l’operateur lineaire $(C_{¥delta}^{0}¥rightarrow C_{¥delta}^{0})$ defini
par:

(7) $(Ly)(x)=(1/2c)¥int_{-¥infty}^{+¥infty}e^{-c|x-t|}¥gamma(t)y(t)dt$

et $g¥in C_{¥delta}^{0}$ donnee par:

$g(x)=(¥beta_{0}/2c)¥int_{-¥infty}^{+¥infty}e^{-c|¥mathrm{x}-t|}e^{-¥delta|t}dt$.

Onmontre que:

(8) $ g¥in$ Int $K$

et de (4) on deduit que:

(9) $Fy$ $¥geq g+Ly$ , $y¥in K$

Ici $¥geq$ designe la relation d’ordre induite par $K$ dans $C_{¥delta}^{0}$ .

2. Montrons maintenant la compacite de l’operateur (7).

Pour $¥delta_{1}>¥delta$ , soit:

$C_{¥delta_{1}}^{1}=$ { $y|y:R¥rightarrow R$, de classe $C^{1}$ , $y$, $y^{¥prime}¥in C_{¥delta_{1}}^{0}$ }

avec: $||y||_{1,¥delta_{1}}=¥max$ $¥{||y||_{0,¥delta_{1}}, ||y^{¥prime}||_{0,¥delta_{1}}¥}$ .

Alors l’injection: $C_{¥delta_{1}}^{1}¥rightarrow C_{¥delta}^{0}$ est compacte $(¥mathrm{c}¥mathrm{f} [1])$ . Si, de plus, $¥delta_{1}<c$, l’operateur
defini par:

$(L_{1}y)(x)=(1/2c)¥int_{-¥infty}^{+¥infty}e^{-c|¥mathrm{x}-t|}y(t)dt$

est continu de $C_{¥delta_{1}}^{0}$ dans $C_{¥delta_{1}}^{1}$ . $¥gamma$ etant a support compact, on a: $¥gamma¥in C_{¥delta_{1^{¥_}}¥delta^{¥prime}}^{0}L$ se
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decompose de la maniere suivante:

$y$ $¥rightarrow¥gamma y¥rightarrow L_{1}(¥gamma y)¥rightarrow L_{1}(¥gamma y)=Ly$

$C_{¥delta}^{0}¥rightarrow C_{¥delta_{1}}^{0}¥rightarrow C_{¥delta_{1}}^{1}$ $¥rightarrow$ $C_{¥delta}^{0}$

Toutes les applications sont continues, la derniere etant compacte.

3. La fonction $¥gamma$ etant choisie comme dans 1., soient

$a=¥inf_{X¥in¥sup ¥mathrm{p}¥gamma}(L¥gamma)(x)>0$

et
$b=¥sup_{x¥in R}¥gamma(x)$ .

Alors si $x¥in ¥mathrm{s}¥mathrm{u}¥mathrm{p}¥mathrm{p}$ $¥gamma$ :

$(L¥gamma)(x)¥geq a=(a/b)b¥geq(a/b)¥gamma(x)$

et l’inegalite:
$(L¥gamma)(x)¥geq(a/b)¥gamma(x)$

est aussi trivialement verifiee, si $x¥not¥in ¥mathrm{s}¥mathrm{u}¥mathrm{p}¥mathrm{p}$
$¥gamma$ . On a donc, avec: $d=a/b$ : il existe

$d>0$, et $¥gamma¥in K$ , $¥gamma¥neq 0$ , $ L¥gamma¥geq d¥gamma$ .

Alors $L:C_{¥delta}^{0}¥rightarrow C_{¥delta}^{0}$ est compact, $LX$ $¥subset K$, $K$ est un cone reproduisant dans $C_{¥delta}^{¥mathrm{O}}$

(Int $ K¥neq¥emptyset$ ). D’apres un theoreme de Krein-Rutman ([2], theoreme 6-2), il
existe:

(10) $¥mu>0$ , $¥varphi¥in K^{*}$ $¥varphi¥neq 0$ , avec: $ L^{*}¥varphi=¥mu¥varphi$ .

4. Pour conclure, montrons que (1) n’a pas de solutions dans $¥mathrm{X}$ , pour $¥lambda>1/¥mu$ .
Raisonnons par contradiction: supposons qu’il existe:

(11) $y¥in K$ , $y=¥lambda Fy$ , $¥lambda>1/¥mu$

D’apres (9):
$y¥geq¥lambda g+¥lambda Ly$

De (10), (11), il resulte:

$¥varphi(y)¥geq¥lambda¥varphi(g)+¥lambda¥varphi(Ly)=¥lambda¥varphi(g)+¥lambda¥mu¥varphi(y)¥geq¥lambda¥varphi(g)+¥varphi(y)$ .

D’apres $(8)(10)$, $¥varphi(g)>0$, et l’inegalite precedente est impossible.
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