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Introduction.

L’objet de cet article est d’introduire une classe d’equations differentielles non
lineaires a singularite reguliere. Un operateur

$D:C[[x]]¥rightarrow¥hat{¥mathfrak{m}}$

est $¥mathrm{d}¥mathrm{i}¥mathrm{t}$ a singularite reguliere si pour tout $f¥in ¥mathfrak{m}$ (ideal maximal de $C¥{x¥}$) toute solution
formelle de

$Du=f(x)$

est convergente.
Soient, $F(x, X_{0}, X_{1^{ }},--, X_{n})$ une fonction holomorphe au voisinage de l’origine

de $C¥times C^{n+1}$ et $¥theta_{0}=¥mathrm{i}¥mathrm{d}.$ , $¥theta_{1}$ , $¥theta_{2}$,?, $¥theta_{n}$ une suite d’operateurs lineaires

$¥theta_{i}$ : $C[[x]]¥rightarrow¥hat{¥mathfrak{m}}$ .

Le theoreme 1 du §2, donne des conditions suffisantes sur la suite $¥{¥theta_{0}, ¥theta_{1}, --, ¥theta_{n}¥}$

pour que l’operateur:
$Du=F(x, u, ¥theta_{1}u, ¥cdots, ¥theta_{n}u)$

soit a singularite reguliere. Dans le §3, nous donnons les versions equations differ-
entielles du theoreme 1 et nous montrons directement c’est a dire sans introduire un
systeme equivalent que les singularites fixes de l’equation $¥mathrm{V}¥mathrm{I}$ de P. Painleve sont
regulieres. De plus nous montrons que tous les theoremes classiques a la Briot-
Bouquet ainsi que toutes leurs generalisations sont des cas particuliers du theoreme 1.

§0. Notations, Deffiitions, Exemples

Notons:
$-C[[x]]$ l’anneau des series formelles a une indeterminee et a coefficients complexes;
$-¥hat{¥mathfrak{m}}$ son ideal maximal;
$-C¥{x¥}$ l’anneau des germes de fonctions holomorphes a l’origine de $C$ ou encore
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l’anneau des series convergentes centrees a l’origine de $C$ ;
son ideal maximal;$-¥mathfrak{m}$

$-¥hat{¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}}_{0}$ (resp. $g_{0}$) l’espace vectoriel sur $C$ des operateurs $¥mathrm{C}$-lineaires envoyant $C1[x]]$

(resp. $C¥{x¥}$) dans $¥hat{¥mathfrak{m}}$ (resp. $¥mathfrak{m}$).
Un operateur $D:C[[x]]$? $¥hat{¥mathfrak{m}}$ (resp. $C¥{x¥}¥rightarrow ¥mathfrak{m}$ ) sera $¥mathrm{d}¥mathrm{i}¥mathrm{t}¥hat{¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}}_{0}$ (resp. $_{¥mathit{0}}$)-anafytique si

1 $¥mathrm{o}$

) il existe un entier $n¥in N$ et une fonction $F(x, X_{0}, X_{1^{ }},--, X_{n})$ holomorphe
dans un polydisque centre a l’origine de $C¥times C^{n+1}$ verifiant $F(0,0, ¥cdots, 0)=0$ ;

$2^{¥mathrm{o}})$ une suite finie $¥theta_{1}$ , $¥theta_{2}$,?, $¥theta_{n}$ d’elements de $¥hat{¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}}_{0}$ (resp. $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}_{0}$ ) telle que pour
tout $u¥in¥hat{¥mathfrak{m}}$ (resp. $¥mathfrak{m}$)

$Du=F(x, u, ¥theta_{1}u, ¥theta_{2}u, --, ¥theta_{n}u)$ .

On notera dans la suite $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}(¥ovalbox{¥tt¥small REJECT})$ ( $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}=¥hat{¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}}_{0}$ ou $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}=¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}_{0}$ ) l’ensemble des operateurs $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}-$

analytique.

Deffiition 0.1. Un operateur $D¥in¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}(¥ovalbox{¥tt¥small REJECT})$ est $¥mathrm{d}¥mathrm{i}¥mathrm{t}$ singulier si

$D(C[[x]])¥subset¥hat{¥mathfrak{m}}$ si $g=¥hat{¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}}_{0}$

et
$D(C¥{x¥})¥subset ¥mathfrak{m}$ si $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}=¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}_{0}$ .

DeLition 0.2. Un operateur $D¥in¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}(¥ovalbox{¥tt¥small REJECT})$ singulier est $¥mathrm{d}¥mathrm{i}¥mathrm{t}$ singulier regufier si pour
tout $f¥in C¥{x¥}$ , tout serie formelle u verifiant

Du=f(x)

est convergente.

DeKition 0.3. Un operateur $D¥in¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}(¥ovalbox{¥tt¥small REJECT})$ singulier est $¥mathrm{d}¥mathrm{i}¥mathrm{t}$ singulier irregulier s’il
existe $f¥in C¥{x¥}$ et une serie formelle u non convergente telle que

Du=f(x).

Tout operateur $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ -analytique peut s’ecrire

$Du=¥sum_{¥beta+|a|>_{¥nearrow}1}a_{¥beta a}x^{¥beta}u^{a¥mathrm{o}}(¥theta_{1}u)^{a}1-(¥theta_{n}u)^{an}$

$¥alpha_{i}¥in N$, $|¥alpha|=¥alpha_{0}+¥alpha_{1}+¥cdots+¥alpha_{n}$, $a_{¥beta a}¥in C$.

La partie affine de $D$ est par definition l’operateur

$D_{1}u=¥sum_{¥beta+|a|=1}a_{¥beta a}x^{¥beta}u^{a¥mathrm{o}}(¥theta_{1}u)^{a}1¥ldots(¥theta_{n}u)^{an}$ .

Un operateur $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$-analytique est $¥mathrm{d}¥mathrm{i}¥mathrm{t}$ affine s’il se reduit a sa partie affine, ce n’est
en general pas un operateur $¥mathrm{C}$-lineaire, mais on lui associe l’operateur lineaire
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$D_{1}^{0}u=¥sum_{|a|=1}a_{0,a}u^{a¥mathrm{o}}(¥theta_{1}u)^{a}1-(¥theta_{n}u)^{a_{n}}$

qu’on appelle le linearise de $D$ .

Exemple. L’operateur

$¥theta$ : $C¥{x¥}¥rightarrow ¥mathfrak{m}$

$u¥sim X¥frac{du}{dx}$

est lineaire, singulier et meme singulier regulier. L’operateur

$Du=¥sum_{i=0}^{n}a_{i}(¥theta)^{n-i}u$ , $a_{i}¥in C$ $a_{0}¥neq 0$,

est lineaire singulier et singulier regulier.
Considerons maintenant

$Du=¥sum_{i=0}^{n}a_{i}(x)$ $(¥theta)^{n-i}u$, $a_{i}¥in C¥{x¥}$ avec $a_{0}(x)¥neq 0$ .

Cet operateur est $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}_{0}$-analytique dont le linearise est

$D_{1}^{0}u=¥sum_{i=0}^{n}a_{i}(0)(¥theta)^{n-i}u$ .

On sait que $D$ est a singularite reguliere si et seulement si $a_{0}(0)¥neq 0$ . Soit

$F(x, X_{0}, X_{1^{ }},¥cdots, X_{n})=¥sum_{¥beta+|a|¥nearrow>1}a_{¥beta,a}x^{¥beta}X_{0^{0}}^{a}X_{1}^{a_{1}}¥cdots X_{n^{n}}^{a}$

une fonction holomorphe dans un polydisque centre a l’origine de $C¥times C^{n+1}$ , et con-
siderons

$Du=F(x, u, ¥theta u, ¥theta^{2}u, --, ¥theta^{n}u)$ ou $¥theta=x_{¥_}^{d}dx$.

Nous verrons dans la suite que si le linearise de $D$ :

$D_{1}^{0}u=¥sum_{|a|=1}a_{0,a}u^{a¥mathrm{o}}(¥theta u)^{a}1-(¥theta^{n}u)^{a_{n}}$

est a singularite reguliere il en est de meme de $D$ .

§1. Les bons operateurs

Considerons le sous espace vectoriel $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ de $¥hat{¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}}_{0}$ des operateurs

$¥varphi$ : $¥hat{¥mathfrak{m}}¥rightarrow¥hat{¥mathfrak{m}}$
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de la forme

$¥varphi(¥sum_{m¥geq 1}u_{m}x^{m})=¥sum_{m=1}(¥backslash ¥sum_{0¥backslash ^{¥prime}k¥leq m}¥varphi_{k}(m-k)u_{m-k})x^{m}$

ou $¥{¥varphi_{k}¥}_{k¥in N}$ est une suite de fonctions definies sur $N$.

Exemp$fes$ .

1) L’identite

$¥mathrm{i}¥mathrm{d}$ . : $¥sum_{m>1},u_{m}x^{m}¥sim¥sum_{m¥geq 1}u_{m}x^{m}$

$(¥mathrm{i}¥mathrm{d}.)_{k}=0$ pour $k¥neq 0$ et 4)$0(m)=1$ pour tout $m¥in N$.
2) $¥varphi=x(d/dx)$, $¥varphi_{k}=0$ pour tout $k¥neq 0$ et $¥varphi_{0}(m)=m$ ; pour tout $u¥in¥hat{¥mathfrak{m}}$

$¥varphi^{-1}(¥sum_{m¥geq 1}u_{m}x^{m})=¥sum_{m>1},(u_{m}/m)x^{m}$

donc, $(¥varphi^{-1})_{k}=0$ pour tout $k¥neq 0$ et $(¥varphi^{-1})_{0}(m)=1/m¥forall m¥in N$.

3) Soit $a¥in C[[x]]$ , $a=_{m¥geq ¥mathit{0}}a_{m}x^{m}$ et $¥varphi$ define par

$¥varphi:¥hat{¥mathfrak{m}}¥rightarrow¥hat{¥mathfrak{m}}$

$u¥sim a.u$

$a.u=¥sum_{m=1}(¥backslash ¥sum_{0<k¥leq m}a_{k}u_{m-k})X^{m}$ ; $¥varphi_{k}(m-k)=a_{k}$ ,

si $a¥in C¥{x¥}$, alors $¥varphi$ est definie sur $¥mathrm{m}$ et a valeurs dans $¥mathrm{m}$ .

4) Soit $a¥in ¥mathfrak{m}$ et

$¥varphi:¥mathfrak{m}¥rightarrow ¥mathfrak{m}$

$u¥sim a$ ○ $u$

il est facile de voir que $¥varphi$ n’est pas dans la classe $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ .
Nous dirons qu’un operateur $¥varphi¥in¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ est un $bon$ operateur si pour tout $m¥in N$ et

tout $k$, $0¥leq k¥leq m$,

$|¥varphi_{k}(m-k)|¥leq c_{k}|¥varphi_{0}(m-k)|$

ou la suite $¥{c_{k}¥}_{k¥geq 0}¥subset R^{+}$ et telle qu’il existe $¥rho>0$ tel que

$ c(¥rho)=¥sum_{k¥geq 0}c_{k¥rho^{k}}<+¥infty$ .

Exemples.
1) L’identite de $¥hat{¥mathfrak{m}}$ est un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur, il suffit de prendre $c_{k}=0$ pour $k¥neq 0$ et

$c_{0}=1$ alors $c(¥rho)=1$ .

2) Tout operateur $¥varphi¥in¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ tel que $¥varphi_{k}=0$ pour $k¥neq 0$ est un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur $c(¥rho)=1$ .

3) La multiplication par une serie $a¥in C¥{x¥}$ est un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur
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$¥varphi(u)=a.u=¥sum_{m¥geq 1}¥sum_{0¥leq k¥leq m}(a_{k}u_{m-k}¥rangle x^{m}$

$|¥varphi_{k}(m-k)|=|a_{k}|¥leq c_{k}|a_{0}|$

si $a_{0}=1$ , on peut prendre $c_{k}=|a_{k}|$ .

Soient $¥varphi¥in¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ et $¥psi¥in¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ nous dirons que $¥varphi$ domine $¥psi$ si pour tout $m$ et tout
$k¥in[0,1, --, m]$ , il existe $d_{k}¥in R^{+}$ tel que

$|¥psi_{k}(m-J¥sigma)|¥leq d_{k}|¥varphi_{0}(m-k)|$

et il existe $¥rho>0$ tel que

$¥sum_{k¥geq 0}d_{k}¥rho^{k}<+¥infty$ .

Un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur est donc un operateur qui se domine.

Remarque. Si $¥varphi$ est un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur qui domine les operateurs $¥psi_{1}$ , $¥psi_{2}$,?, $¥psi_{n}$

alors pour tout $m$ et tout $k¥in[0.1,2, --, m]$ , il existe $c_{k}¥in R^{+}$ tel que pour tout $j=$

$1,2$,?, $n$

$|¥psi_{j,k}(m-k)|¥leq c_{k}|¥varphi_{0}(m-k)|$

$|¥varphi_{k}(m-k)|¥leq c_{k}|¥varphi_{0}(m-k)|$

avec
$¥sum_{k¥geq 0}c_{k}¥rho^{k}<+¥infty$ pour un $¥rho¥in R^{+}$

Nous dirons qu’un operateur $¥varphi¥in¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ domine strictement un operateur $¥psi¥in¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ si
1 $¥mathrm{o}$

) $¥varphi$ domine $¥psi$

$2^{¥mathrm{o}})$

$ m¥mathrm{L}¥mathrm{i}¥mathrm{m}¥rightarrow+¥infty$. $¥frac{¥psi_{0}(m)}{¥varphi_{0}(m)}=0$ .

Exemples
1 $¥mathrm{o}$

) Considerons $¥theta=x(d/dx)$ alors $¥theta_{k}=0$ pour tout $k$ sauf pour $k=0$, $¥theta_{0}(m)=m$,
considerons $¥theta^{p}$ , on a $¥theta_{k}^{p}=0$ si $k¥neq 0$ et $¥theta_{0}^{p}(m)=m^{p}$ . Donc pour tout $p$ , $¥theta^{p}$ est un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$

operateur qui domine strictement $¥theta^{q}$ pour tout $q<p$.
$2^{¥mathrm{o}})$ Si on considere $¥varphi=¥theta^{-1}$ , on voit facilement que $(¥theta^{-1})^{p}$ est un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur

qui domine strictement $(¥theta^{-1})^{q}$ pour tout $q>p$ .

§2. Une classe d’operateurs a singularite reguliere

Soit $F(x, X_{0}, X_{1}, --, X_{n} ; X_{1}^{J}, X_{2^{ }}^{J},--, X_{N}^{J})$ une fonction holomorphe au voisinage
de l’origine de $C¥times C^{n}¥times C^{N}$ et telle que $F(0;0;0)=0$.

$F(x, X;X^{¥prime})=¥sum_{¥beta+|a|+|a|¥geq 1}a_{¥beta,a,a^{¥prime}}x^{¥beta}X^{a}X^{Ja^{¥prime}}$
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$¥alpha=(¥alpha_{0}, ¥alpha_{1}, -, ¥alpha_{n})$ ; $¥alpha^{¥prime}=(¥alpha_{1^{ }}^{¥prime},¥cdots, ¥alpha_{N}^{f})$ ;

$F(x;X;X^{¥prime})=¥sum_{p>1},F_{p}(x;X;X^{J})$

ou
$F_{p}(x;X;X^{¥prime})=¥sum_{¥beta+|a|+|a^{¥prime}|=p}a_{¥beta,a,a^{¥prime}}x^{¥beta}X^{a}X^{¥prime a^{¥prime}}$ .

Soit $¥theta_{0}=¥mathrm{i}¥mathrm{d}.$ , $¥theta_{1}$,?, $¥theta_{n}$ ; $¥theta_{1}^{¥prime}$

,?,
$¥theta_{N}^{J}$ une suite d’operateurs de $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$ c’est a dire que si $¥varphi_{J}$

est un element de cette suite on a pour tout $u¥in¥hat{¥mathfrak{m}}$

$¥varphi_{j}(u)=¥sum_{m>1},(¥sum_{0¥leq k<_{¥backslash }m-1}¥varphi_{j,k}(m-k)u_{m-k})x^{m}$ .

On considere dans la suite l’operateur $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}$-analytique

$D:¥hat{¥mathfrak{m}}¥rightarrow¥hat{¥mathfrak{m}}$

$Du=F(x, ¥theta_{0}u, --, ¥theta_{n}u;¥theta_{1^{ }}^{J},¥cdots, ¥theta_{N}^{J}u)$ .

Soit $q$ l’entier tel que $F_{p}¥equiv 0$ pour tout $p<q$ et $F_{q}¥not¥equiv 0$ de plus supposons que
$F_{q}(x, X, X^{¥prime})$ ne contient pas $X^{¥prime}$ , c’est a dire que

$F_{q}(x, X, X^{¥prime})=¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta,a}x^{¥beta}X^{a}$ ou $a_{¥beta,a}=a_{¥beta,a,0}$ .

A l’operateur $D$ associons les $n+2$ polynomes:

$C_{q}(D)(X)=¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta a}(¥theta_{0,0}(1))^{a¥mathrm{o}}-(¥theta_{n,0}(1))^{a_{¥mathcal{R}}}X^{|a|}$ .

et $¥mathrm{p}¥mathrm{o}¥mathrm{u}¥mathrm{r}.¥mathrm{i}=0,1$ , $¥cdots$ , $n$ ;

$C_{q,j}(D)(X)=¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta,a}¥alpha_{j}(¥theta_{0,0}(1))^{a¥mathrm{o}}¥cdots(¥theta_{j,0}(1))^{a}j-1$ , ? $(¥theta_{n,0}(1))^{a_{n}}X^{|a|-1}$

Les hypotheses (H):
1 $¥mathrm{o}$

) parmi les operateurs $¥theta_{0}=¥mathrm{i}¥mathrm{d}.$ , $¥theta_{1}$ , $¥cdots$ , $¥theta_{n}$ il $¥mathrm{y}$ a un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur qui domine
strictement les autres; notons le $¥theta_{j_{0}}$

$ 2^{¥mathrm{o}}¥rangle$ l’operateur $¥theta_{j_{0}}$ domine tous les operateurs $¥theta_{1}^{¥prime}$, $¥theta_{2}^{J}$ , $¥cdots$ , $¥theta_{N}^{J}$

3 $¥mathrm{o}$

) les polynomes $C_{q}(D)(X)$ et $C_{q,j¥mathrm{o}}(D)(X)¥not¥equiv 0$ n’ont pas de racine commune.

Remarque. La condition $C_{q,j_{0}}(D)(X)¥not¥equiv 0$ exprime que $¥theta_{j_{0}}$ figure explicitement
dans $F_{q}(x, u, ¥theta_{1}¥iota/, ¥cdots, ¥theta_{n}u)$ .

Theoreme 1. Sous les hypotheses (H) toute solution formelle de l’equation

$Du=F(x, u, ¥theta_{1}u, --, ¥theta_{n}u;¥theta_{1}^{J}u, --, ¥theta_{N}^{¥prime}u)=0$

est convergente.

La demonstration se fait en deux etapes.
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1 $¥mathrm{o}$

) Existence d’une solution formelle. L’equation $Du=0$ peut s’ecrire

(1) $F_{q}(x, u, ¥theta_{1}u, --, ¥theta_{n}u)=R_{q+1}(x, ¥theta_{0}u, --, ¥theta_{n}u;¥theta_{1}^{¥prime}u, --, ¥theta_{N}^{J}u)$

ou la serie $R_{q+1}(x, X, X^{¥prime})$ ne contient que des monomes de degre total superieur
strictement a $q$ . Introduisons dans l’equation (1) une serie formelle

$u=¥sum_{m¥geq 1}u_{m}x^{m}$ , $¥theta_{j}u=¥sum_{m>1},¥Theta_{j,m}x^{m}$ ou $¥Theta_{j,m}=¥sum_{0¥leq k¥leq m-1}¥theta_{j,k}(m-k)u_{m- k}$

et

$¥theta_{j}^{J}u=¥sum_{m>1},¥Theta_{j,m}^{¥prime}x^{m}$ ou $¥Theta_{j,m}^{¥prime}=¥sum_{0¥leq k<m-1}¥backslash ¥theta_{j,k}^{J}(m-k)u_{m-k}$.

Pour determiner $u_{1}$ , nous obtenons l’equation:

$C_{q}(D)(u_{1})=¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta,a}(¥theta_{0,0}(1))^{a0}¥cdots(¥theta_{n,0}(1))^{a_{n}}u_{1}^{|a|}=0$

et pour tout $m>1$ , $u_{m}$ est donne par

$¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta,a}¥sum_{j=0}^{n}¥alpha_{j}¥Theta_{j,m}(¥Theta_{j,1})^{a}j^{-1}¥prod_{¥iota¥neq j}(¥Theta_{l,1})^{a_{l}}$

$=G_{m}(¥Theta_{0,1},$ $¥Theta_{0,2}$,?, $¥Theta_{0,m-1}$ ; $¥theta_{1,1}$ , $¥cdots$ , $¥Theta_{1,m- 1}$ ; $¥cdots$

$¥Theta_{n,1}$ , $¥cdots$ , $¥Theta_{n,m-1}$ ; $¥Theta_{1,1}^{J}$,?, $¥Theta_{1,m-1}^{J}$ ; $¥cdots$

$¥Theta_{N,1}^{f}$ , $¥Theta_{N,2}^{¥prime}$ , $¥cdots$ , $¥Theta_{N,m-1}^{J}$ ; $(a))$

ou $G_{m}$ est un polynome en toutes les variables qui $¥mathrm{y}$ figurent et ou (a) designe la suite
des coefficients de la serie $R_{q+1}$ . $¥mathrm{C},¥mathrm{e}¥mathrm{t}¥mathrm{t}¥mathrm{e}$ equation nous donne,

$[|a|¥neq 0¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta,a}¥sum_{j=0}^{n}¥alpha_{j}¥theta_{j,0}(m)(¥theta_{j,0}(1))^{a}j^{-1}¥prod_{¥iota¥neq j}(¥theta_{l,0}(1))^{a_{l}}u_{1}^{|a|-1]¥mathcal{U}_{m}}$

$+¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta,a}¥sum_{j=0}^{n}¥alpha_{j}(¥sum_{1¥leq k¥leq m-1}¥theta_{j,k}(J¥mathit{7}^{¥mathrm{z}}.-k)u_{m-k})(¥theta_{j,0}(1))^{a}j^{- 1}¥prod_{l¥neq j}(¥theta_{¥iota,0}(1))^{a¥iota}u_{¥iota_{¥Delta}}^{|a|-1}.$,

$=f_{m}(u_{1}$,?, $u_{m-1}$ ; $¥theta_{1,0}(1)u_{1}$ , $¥theta_{1,0}(2)u_{2}+¥theta_{1,1}(1)u_{1}$,?,

$¥theta_{1,0}(m-1)u_{m-1}+¥theta_{1,1}(m-2)u_{m-2}+¥cdots+¥theta_{1,m-1}(1)u_{1}$ ; $¥cdots$ ;
$¥theta_{n,0}(1)u_{1}$ , $¥theta_{n,0}(2)u_{2}+¥theta_{n,1}(1)u_{1}$ ,?, $¥theta_{n,0}(m-1)u_{m-1}+-+¥theta_{¥mathit{7}¥iota,m-1}(1)u_{1}$ ;
$¥theta_{1,0}^{J}(1)u_{1}$,?, $¥theta_{1,0}^{J}(m-1)u_{m-1}+¥cdots+¥theta_{1,m-1}^{J}(1)u_{1}$ ; $¥cdots$ ;
$¥theta_{N,0}^{J}(1)u_{1}$ ,?, $¥theta_{N,0}(m-l)lJ_{m-1}+-+¥theta_{N,m-1}^{¥prime}(1)u_{1}$ ; $(a))$ .

Introduisons

$F_{q,m}(X)=¥beta+|a|=¥sum_{|a|¥neq 0}qa_{¥beta.a}¥sum_{j=0}^{n}¥alpha_{j}¥theta_{j,0}(m)(¥theta_{j,0}(1))^{a}j^{-1}¥prod_{¥iota¥neq j}(¥theta_{l,0}(1))^{a¥iota}u_{¥iota}^{|a|-1}$ .

Nous pouvons donc en conclure que pour toute racine $u_{1}$ de $C_{q}(D)(X)$ verifiant
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$F_{q,m}(u_{1})¥neq 0$ pour tout $m$ , l’equation $Du=0$ admet une solution formelle. Par contre
$F_{q,m}(u_{1})=0$ pour certains $m$ n’exclut pas l’existence d’une solution formelle.

$2^{¥mathrm{o}})$ Convergence des sofutionsformeffes. Parmi les operateurs $¥theta_{0}=¥mathrm{i}¥mathrm{d}.$ , $¥theta_{1}$,?, $¥theta_{n}$

il $¥mathrm{y}$ a un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur qui domine strictement les autres. Sans unire a la generalite
on peut supposer que cet operateur est $¥theta_{n}$ , les deux polynomes $C_{q}(D)(X)$ et $C_{q,n}(D)(X)$

n’ont donc pas de racine commune et de plus $C_{q,n}(D)(X)¥neq 0$ . Comme $¥theta_{n}$domine
l’identite

$1¥leq c_{0}^{0}|¥theta_{n,0}(m)|$ , $c_{0}^{0}¥neq 0$

quitte a normaliser $¥theta_{n}$ on peut supposer $c_{0}^{0}=1$ .
Nous avons:

$¥mathrm{L}m¥rightarrow+¥infty ¥mathrm{i}¥mathrm{m}$. $¥{¥frac{F_{q,m}(u_{1})}{¥theta_{n,0}(m)}¥}=¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta,a}¥alpha_{n}(¥theta_{n,0}(1))^{a_{n}-1}¥prod_{1¥neq n}(¥theta_{l,0}(1))^{a_{l}}u_{l}^{|a|-1}$

$=C_{q,n}(D)(u_{1})¥neq 0$ .

Donc pour $m¥geq M$,

$|F_{q,m}(u_{1})|¥geq¥sigma|¥theta_{n,0}(m)|$

et si $F_{q,m}(u_{l})¥neq 0$ pour tout $m<M$, il existe $¥sigma$ tel que

$|F_{q,m}(u_{l})|¥geq¥sigma|¥theta_{n,0}(m)|$ pour tout $m$ .

Remarque. S’il existe des entiers $m<M$, tels que $F_{q,m}(u_{1})=0$ et si l’equation
$Du=0$ admet une solution formelle, on peut voir que la suite de la demonstration
reste valable et qu’il suffit de modifier un nombre fini de termes dans une serie con-
vergente. Le theoreme reste donc encore valable dans ce cas.

L’operateur $¥theta_{n}$ domine les operateurs $¥theta_{0}$ , $¥theta_{1}$ ,?, $¥theta_{n}$ , $¥theta_{1}^{J}$ , $¥theta_{2}^{¥prime}$

,?,
$¥theta_{N}^{¥prime}$ . Donc pour

tout $m$ ,

pourj $=0,1$ ,?, $n$

$|¥theta_{j,k}(m-k)|¥leq c_{k}^{j}|¥theta_{n,0}(m-k)|$ $¥forall k$, $0¥leq k¥leq m$

$¥mathrm{p}¥mathrm{o}¥mathrm{u}¥mathrm{r}¥mathrm{j}=0,1,2$ ,?, $N$

$|¥theta_{j,k}^{J}(m-k)|¥leq c_{k}^{Jj}|¥theta_{n,0}(m-k)|$ $¥forall k$, $0¥leq k¥leq m$

et il existe $¥rho>0$ tel que

$ c^{j}(¥rho,¥rho^{k})=¥sum_{k>0}c_{k}^{j}<+¥infty$

$ c^{¥prime j}(¥rho)=¥sum_{k>0},c^{¥prime j}¥rho^{k}<+¥infty$.

Rappelons que $c^{0}(¥rho)=1$ .
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Introduisons pour $¥mathrm{t}¥mathrm{o}¥mathrm{u}¥mathrm{t}¥mathrm{j}=0,1$ ,?, $n$ et tout $r=1,2$,?, $N$ les series conver-
gentes pour $|x|<¥rho$

$c^{j}(x)=¥sum_{k>0},c_{h}^{j}x^{k}$ , $c^{0}(x)=1$ ; $c^{¥prime j}(x)=¥sum_{k>0},c_{k}^{Jj}x^{k}$

et considerons l’equation

$¥sigma_{1}x^{q-1}¥mathrm{Y}=¥mu x^{q}+¥beta+|a|=q¥sum_{|a|¥neq 0}|a_{¥beta,a}|x^{q-|a|}¥prod_{j=0}^{n}(c^{j}(x)¥mathrm{Y})^{a}j$

$+|R_{q+1}|(x, ¥mathrm{Y};c^{1}(x)¥mathrm{Y};-- ; c^{n}(x)¥mathrm{Y};c^{J1}(x)¥mathrm{Y}, -- ; c^{¥prime N}(x)Y;(|a|))$

ou $¥sigma_{1}$ et $¥mu$ sont des nombres reels et ou $|R_{q+1}|$ designe une serie majorante convergente
de $R_{q+1}$ . En posant $Y=xZ$ on voit immediatement a l’aide du theoreme des fonc-
tions implicites que cette equation admet une solution

$¥mathrm{Y}=¥sum_{m>1},¥mathrm{Y}_{m}x^{m}$

convergente dans un disque centre a l’origine de $C$. Nous allons montrer maintenant
que si $¥sigma_{1}$ et $¥mu$ sont convenablement choisis $¥mathrm{Y}$ est une serie majorante de la serie
$¥sum_{m¥geq 1}u_{m}x^{m}$. Determinons les coefficients $¥mathrm{Y}_{m}$ de la serie solution de l’equation ci-
dessus.

$¥sigma_{1}¥mathrm{Y}_{1}=¥mu+¥sum_{¥beta+|a|=q}|a_{¥beta,a}|¥prod_{j=0}^{n}(c_{0}^{j}¥mathrm{Y}_{1})^{¥alpha}j$

et pour tout $m>1$ ,

$[¥sigma_{1}-¥sum_{¥beta+|a|=q}|a_{¥beta,a}||¥alpha|¥prod_{j=0}^{n}(c_{0}^{j})^{a}jY_{1}^{|a|-1}]Y_{m}$

$=¥sum_{¥beta+|a|=q}|a_{¥beta,a}|¥sum_{j=0}^{n}¥alpha_{j}(¥sum_{1¥leq k¥leq m-1}c_{k}^{j}Y_{m-k})(c_{0}^{j})^{a}j^{-1}¥prod_{l¥neq j}(c_{0}^{l})^{a_{l}}Y_{1}^{|¥alpha|-1}$

$+f_{m}^{*}(Y_{1},$ $¥mathrm{Y}_{2}$,?, $¥mathrm{Y}_{m- 1}$ ; $c_{0^{1}}¥mathrm{Y}_{1}$ , $c_{0}^{1}Y_{2}+c_{1}^{1}¥mathrm{Y}_{1}$,?,

$c_{0}^{1}¥mathrm{Y}_{m-1}+c_{1}^{1}¥mathrm{Y}_{m-2}+$ ? $+c_{m1}^{1}¥_¥mathrm{Y}_{1}$ ; ? ; $c_{0^{n}}¥mathrm{Y}_{1}$ , $c_{0}^{n}¥mathrm{Y}_{2}+c_{1}^{n}¥mathrm{Y}_{1}$ , $¥cdots$ ,

$c_{0^{n}}¥mathrm{Y}_{m-1}+$ ? $+c_{m-1}^{n}¥mathrm{Y}_{1}$ ; $c_{0^{1}}^{¥prime}Y_{1}$ , $c_{0}^{J1}¥mathrm{Y}_{2}+c_{1}^{J1}¥mathrm{Y}_{2}+c_{1}^{¥prime 1}¥mathrm{Y}_{1}$, ? ; $c_{0^{N}}^{¥prime}¥mathrm{Y}_{1}$ ,

$c_{0}^{JN}¥mathrm{Y}_{2}+c_{1}^{¥prime}N¥mathrm{Y}_{1}$,?, $c_{0^{N}}^{¥prime}¥mathrm{Y}_{m-1}+$ ? $+c_{m-1}^{¥prime N}Y_{1}$ ; $(|a|))$

ou $f_{m}^{*}$ s’obtient a partir de $f_{m}$ en remplacant les coefficients de la famille (a) par les
majorants notes $(|a|)$ . Nous allons montrer maintenant par recurrence sur $m$ que

$|u_{m}|¥leq|¥theta_{n,0}(m)||u_{m}|¥leq ¥mathrm{Y}_{m}$ pour tout $m¥geq 1$ .

Prenons $¥mathrm{Y}_{1}$ tel que
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$|u_{1}|¥leq|¥theta_{n,0}(1)||u_{1}|¥leq ¥mathrm{Y}_{1}$

$¥sigma_{1}$ tel que

$ 0<¥sigma_{1}-¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta,a}|¥alpha|¥prod_{j=0}^{n}(c_{0}^{j})^{a}j¥mathrm{Y}_{1}^{|a|-1}<¥sigma$

et

$¥mu=¥sigma_{1}¥mathrm{Y}_{1}-¥sum_{¥beta+|a|=q}|a_{¥beta,a}|¥prod_{j=0}^{n}(c_{0}^{j}¥mathrm{Y}_{1})^{a}.j$ .

Supposons que

$|u_{p}|¥leq|¥theta_{n,0}(p)||u_{p}|¥leq ¥mathrm{Y}_{p}$ pour tout $p¥leq m$ et montrons

que ceci est encore vrai pour $p=m$ . Nous avons pour tout $k$, $0<k¥leq m-1$ et tout
$j=0,1$,?, $n$

$|¥theta_{j,k}(m-k)u_{m-k}|¥leq|¥theta_{j,k}(m-k)||u_{m-k}|$

$¥leq c_{k}^{j}|¥theta_{n,0}(m-k)||u_{m-k}|¥leq c_{k}^{j}¥mathrm{Y}_{m- k}$

tout $r=1,2$, $¥cdots$ , $N$

$|¥theta_{j,k}^{J}(m-k)u_{m-k}|¥leq|¥theta_{j,k}^{J}(m-k)||u_{m-h}|$

$<c_{k}^{Jj}|¥theta_{n,0}(m-k)||u_{m-k}|¥leq c_{h}^{¥prime j}¥mathrm{Y}_{m-k}$ .

En revenant a la formule donnant $u_{m}$ , nous obtenons

$|u_{m}|¥leq¥frac{1}{|F_{q,m}(u_{1})|}¥{¥sum_{¥beta+|a|=q}|a_{¥beta,a}|¥sum_{j=0}^{n}¥alpha_{j}1¥leq k<m-1¥sum_{¥backslash }c_{k}^{j}¥mathrm{Y}_{m-k}(c_{0}^{j})^{a}j^{-1}¥prod_{l¥neq j}(c_{0}^{¥iota})^{l}¥mathrm{Y}_{¥iota}^{|a|- 1}$

$+f_{m}^{*}(¥mathrm{Y}_{1},$ $¥mathrm{Y}_{2}$,?, $¥mathrm{Y}_{m-1}$ ; $c_{0}^{1}¥mathrm{Y}_{1}$ , $c_{0}^{1}¥mathrm{Y}_{2}+c_{1}^{1}¥mathrm{Y}_{1}$ , ? ; ?

$c_{0}^{n}¥mathrm{Y}_{m-1}+-+c_{m-1}^{n}¥mathrm{Y}_{1}$ ; $c_{0}^{¥prime 1}¥mathrm{Y}_{1}$ , $c_{0}^{¥prime 1}¥mathrm{Y}_{2}+c_{1}^{J1}¥mathrm{Y}_{1}$, ? ; $c_{0}^{¥prime N}¥mathrm{Y}_{1}$ , $c_{0}^{¥prime N}¥mathrm{Y}_{2}$

$+c_{1}^{¥prime N}¥mathrm{Y}_{1}$,?, $c_{0}^{;N}¥mathrm{Y}_{m-1}+-+c_{m-1}^{¥gamma N}¥mathrm{Y}_{1}$ ; $(|a|))¥}$

$|u_{m}|¥leq¥frac{1}{|F_{q,m}(u_{1})|}[¥sigma_{1}-¥sum_{¥beta+|a|=q}|a_{¥beta,a}||¥alpha|¥sum_{j=0}^{n}(c_{0}^{j})^{a}j¥mathrm{Y}_{1}^{|a|-1}]¥mathrm{Y}_{m}$

$¥leq¥frac{¥mathrm{Y}_{m}}{|¥theta_{n,0}(m)|}$

car

$¥sigma_{1}-¥sum_{¥beta+|a|=q}|a_{¥beta,¥alpha}||¥alpha|¥prod_{j=0}^{n}(c_{0}^{j})^{a}j¥mathrm{Y}_{1}^{|a|-1}<¥sigma$

et
$|F_{q,m}(u_{1})|¥geq¥sigma|¥theta_{n,0}(m)|$ .
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En definitive

$|u_{m}|¥leq|¥theta_{n,0}(m)||u_{m}|¥leq ¥mathrm{Y}_{m}$

et egalement

$¥mathrm{p}¥mathrm{o}¥mathrm{u}¥mathrm{r}¥mathrm{j}=0,1,2$,?, $n-l$

$|¥theta_{j,0}(m)u_{m}|¥leq|¥theta_{j,0}(m)||u_{m}|¥leq c_{0}^{j}|¥theta_{n,0}(m)||u_{m}|<c_{0}^{j}¥mathrm{Y}_{m}$,

pour $r=1,2$,?, $N$

$|¥theta_{r,0}^{¥prime}(m)u_{m}|¥leq c_{0^{j}}^{J}¥mathrm{Y}_{m}$.

Ce qui prouve la convergence de la serie $¥sum_{m¥geq 1}u_{m}x^{m}$ et donc le theoreme 1. Il est
d’ailleurs facile de voir que toutes les series $¥theta_{j}(u)$ pour $j=0,1$,?, $n$ et $¥theta_{j}^{J}(u)$ pour
$j=1,2$,?, $N$ sont egalement convergentes.

Corollaire 1. Si parmi les operateurs $¥theta_{0}=¥mathrm{i}¥mathrm{d}.$ , $¥theta_{1}$,?, $¥theta_{n}$ , if $y$ a un $bon$ operateur
$¥theta_{j¥mathrm{o}}$ qui domine strictement tous les autres et tel que $C_{q}(D)(X)$ et $C_{q,j¥mathrm{o}}(D)(X)$ soient sans
racine commune, f’operateur

$D_{q}(u)=¥beta+|a|=q¥sum_{|a|¥neq 0}a_{¥beta,a}x^{¥beta}u^{a¥mathrm{o}}(¥theta_{1}u)^{a}1-(¥theta_{n}u)^{a_{n}}$

est a singufarite regufiere.

Remarque, Pour toute racine $u_{1}$ de $C_{q}(D)(X)=0$ verifiant $F_{q,m}(u_{1})¥neq 0$ pour tout
$m$ , l’equation $Du=0$ admet une solution formelle de premier terme $u_{1}x$ si de plus
$C_{q,j_{0}}(D)(u_{1})¥neq 0$, cette solution formelle est convergente.

Exemples
1. Soit $¥theta_{1}=x(d/dx)$ et pout $¥mathrm{t}¥mathrm{o}¥mathrm{u}¥mathrm{t}¥mathrm{j}=2,3$, $¥cdots$ , $n$ , $¥theta_{j}=(¥theta_{1})^{j}$ . Considerons l’oper-

ateur

$Du=¥sum_{|a|=1}a_{a}(x)u^{a0}(¥theta_{1}u)^{a}1¥ldots(¥theta_{1}^{n}u)^{a_{n}}$ $a_{a}¥in C¥{x¥}$

que l’on peut ecrire sous la forme

$Du=¥sum_{i=0}^{n}b_{i}(x)(¥theta_{1})^{i}u$ ou pour tout $i$, $b_{i}(x)¥in C¥{x¥}$

$=¥sum_{i=0}^{n}b_{i}(0)(¥theta_{1})^{i}u+R_{2}(x, u, ¥theta_{1}u, ¥cdots, ¥theta_{1}^{n}u)$ .

L’operateur $(¥theta_{1})^{n}$ est $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ et domine strictement $(¥theta_{1})^{q}$ pour tout $q<n$ ainsi que
1’identite.

$C_{1}(D)(X)=¥sum_{i=0}^{n}b_{i}(0)X$, $C_{1.n}(D)(X)=b_{n}(0)$ .$C_{1.n}(D)(X)=b_{n}(0)$ .



66 R. GERARD

Si $b_{n}(0)¥neq 0$ l’operateur $D$ est a singularite reguliere, on retrouve ainsi le critere
classique de L. Fuchs.

2. Soit $¥theta_{1}=(x(d/dx))^{-1}$ c’est a dire

$¥theta_{1}(¥sum_{m>1},u_{m}x^{m})=¥sum_{m>1},¥frac{u_{m}}{m}X^{m}$

prenons $¥theta_{j}=(¥theta_{1})^{j}$ et considerons

$Du=¥sum_{i=0}^{n}b_{i}(x)(¥theta_{1})^{i}u$ ou pour tout /, $b_{i}(x)¥in C¥{x¥}$

$=¥sum_{i=0}^{n}b_{i}(0)(¥theta_{1})^{i}u+R_{2}(x, u, ¥theta_{1}u, --, ¥theta_{1}^{n}u)$ .

L’identite est un $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur qui domine strictement tous les autres,

$C_{1}(D)(X)=¥sum_{i=0}^{n}b_{i}(0)X$, $C_{1,0}(D)(X)=b_{0}(0)$ .

Donc si $b_{0}(0)¥neq 01$’operateur $D$ est a singularite reguliere.

§3. Applications aux equations differentielles

Considerons le $¥mathrm{b}¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ operateur

$¥theta:C¥{x¥}¥rightarrow ¥mathfrak{m}$

$u=¥sum_{m>1},u_{m}x^{m}$ $u=x¥frac{du}{dx}=¥sum_{m>1},mu_{m}x^{m}$

et un operateur $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}_{0}$ -analytique

$Du=F(x, u, ¥theta u, --, ¥theta^{n}u)$

ou
$F(x, X_{0}, X_{1^{ }},-, X_{n})=¥sum_{p>1}F_{p}(x, X_{0}, X_{1}, -, X_{n})$

$F_{p}(x, X_{0}, X_{1}, -, X_{n})=¥sum_{¥beta+|a|=p}a_{¥beta¥alpha}x^{¥beta}-X_{n^{n}}^{a}X_{0^{0}}^{a}$.

Soit $q$ l’entier tel que
$F_{p}¥equiv 0$ pour $p<q$ et $F_{q}¥equiv 0$ .

Comme pour tout $j¥in¥{0,1, --, n¥}$, $¥theta^{j}u=_{m¥geq l}m^{j}u_{m}x^{m}$, on sait que $¥theta^{n}$ domine
$¥mathrm{s}¥mathrm{t}¥mathrm{r}¥mathrm{i}¥mathrm{c}¥mathrm{t}¥mathrm{e}¥mathrm{m}¥dot{¥mathrm{e}}¥mathrm{n}¥mathrm{t}$ tous les autres operateurs $¥theta^{j}$ . Introduisons,

$C(D)(X)=¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta¥alpha}X^{|a|}$ , $C_{n}(D)(X)=¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta a}¥alpha_{n}X^{|a|-1}$

et

$C_{n}(D)(X)=¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta a}¥alpha_{n}X^{|a|-1}$
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$F_{q,m}(X)=¥sum_{¥beta+|a|=q}a_{¥beta a}¥sum_{j=0}^{n}¥alpha_{j}m^{j}X^{|a|-1}$ .

Le theoreme 1 nous donne alors,

The’orem2. Pour tout racine $u_{1}$ de $C(D)(X)v¥acute{e}rifi¥dot{a}nt$ $C_{n}(D)(u_{¥mathit{1}})¥neq ¥mathit{0}$ et pour tout
$m¥in N$, $F_{m,q}(u_{1})¥neq 0$ , il existe une solution holomorphe

$u=¥sum_{m>1},u_{m}x^{m}$

de $Du=0$.

Et egalement

The’oreme 3. Si $C(D)(X)$ et $C_{n}(D)(X)¥not¥equiv 0$ sont sans racine commune, les
operateurs

$D_{q}u=F_{q}(x, u, ¥theta u, --, ¥theta^{n}u)$

et

$Du=F(x, u, ¥theta u, --, ¥theta^{n}u)$

sont a singufarite regufiere.

3.1. Quelques cas particuliers
1. Considerons un operateur de la forme

$Du=¥sum_{i=0}^{n}a_{i}(x, u)¥theta^{n-i}u$

ou les fonctions $a_{i}(x, u)$ sont holomorphes a l’origine de $C^{2}$ .

$C(D)(X)=(¥sum_{i=0}^{n}a_{i}(0, ¥mathrm{O}))X$, $C_{n}(D)(X)=a_{0}(0,0)$ ;

donc si $a_{0}(0,0)¥neq 0$ l’operateur $D$ est a singularite reguliere.
2. Considerons un operateur de la forme

$Du=¥sum_{i=0}^{n}a_{i}(x, u)(¥theta u1^{n-i}$

ou les fonctions $a_{i}(x, u)$ sont holomorphes a l’origine de $C^{2}$ .

$a_{i}(x, u)=¥sum_{q>0},a_{i}^{p}(x, u)$ , $a_{i}^{p}(x, u)=¥sum_{¥beta+¥alpha 0=p}a_{i,¥beta a_{0}}x^{¥beta}u^{¥alpha 0}$.

Supposons que pour tout $i¥in¥{0,1, --, n¥}$ , $a_{i}^{p}¥equiv 0$ pour $p<i$ et $a_{i}^{i}¥not¥equiv 0$ . Donc

$Du=D_{n}u=u_{000}(¥theta u)^{n}+(a_{110}x+a_{101}u)(¥theta u)^{n-1}+--$

$+(¥sum_{¥beta+a0=j}a_{j¥beta a_{0}}u^{¥beta}u^{a¥mathrm{o}})(¥theta u)^{n-j}+-+¥sum_{¥beta+¥alpha 0=n}a_{n¥beta a0}x^{¥beta}u^{a0}$
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et
$ C(D)(X)=a_{000}X^{n}+(a_{110}+a_{101}X)X^{n-1}+¥cdots$

$+(¥sum_{¥beta+a¥mathrm{o}=j}a_{j¥beta a0}X^{0})X^{n-j}+-+¥sum_{¥beta+a0=n}a_{n¥beta a0}X^{0}$ .

L’operateur $¥theta$ domine strictement l’identite,

$C_{¥theta}(D)(X)=¥mathrm{n}¥mathrm{a}_{000}X^{n-1}+(n-1)(a_{110}+u_{101}X)X^{n-2}+--$

$+(¥sum_{¥beta+a0=j}(n-j)a_{j¥beta a0}X^{a¥mathrm{o}})X^{n-j-1}+-+¥sum_{¥beta+a0=n-1}a_{n-1¥beta a_{0}}X^{a_{0}}$ .

Si $C(D)(X)$ et $C_{¥theta}(D)(¥backslash X)$ n’ont pas de racine commune l’operateur $D$ est a singularite
reguliere.

Remarque. Si par exemple la valuation de $a_{0}$ est superieure ou egale a un, il est
suffisant de considerer l’operateur

$D_{n}u=(a_{110}x+a_{101}u)(¥theta u)^{n-1}+¥cdots+¥sum_{¥beta+a¥mathrm{o}=j}a_{j¥beta a¥mathrm{o}}x^{¥beta}u^{a¥mathrm{o}})(¥theta u)^{n-f}$

$+¥cdots+¥sum_{¥beta+a0=n}a_{n¥beta a0}x^{¥beta}u^{a¥mathrm{o}}$

car dans ce cas $a_{0}(x, u)(¥theta u)^{n}$ est d’ordre superieur a $n$ et peut donc etre considerer
comme perturbation au sens du theoreme 1 du §2.

3.2. Un theoreme de P. Bungartz [1]
Nour allons en donner la version originale en citant des extraits de cet article ce

qui nous parait plus simple que de longues explications.
“In der ublichen Bewertung von $C[[z, w, w^{J}, --, w^{(l)}]]$ hat jede Variable die

Ordnung 1. Statt dessen normieren wir die Bewertung $¥nu$ folgendermassen: $¥mathrm{l}$)$(z):=$

$=1$ , $¥nu(w):=n$, $¥nu(w^{¥prime}):=n-1$ , $¥cdots$ , $¥nu(w^{(l)}):=n-l$,?, $¥nu(w^{(n-l)}):=l$, $¥nu(zw^{(n)}):=1$ ,
$¥nu(a):=0$ fur $a¥in C$, also gleich so, wie wenn fur, $w$, $w^{¥prime}$, $¥cdots$ , $w^{(n-1)}$ , $zw^{(n)}$ die Potenz-
reihen $w(z)=c_{n}z^{n}+c_{n+1}z^{n+1}+--$ und ihre Abteilungen bis zur $¥mathrm{w}$-ten Ordnung in
$P^{*}(z, w, w^{¥prime}, ¥cdots, w^{(l)_{ }},--, zw^{(n)})$ substituiert werden.

Jedes Potenzprodukt $z^{a¥mathrm{o}}w^{a}1(w^{¥prime})^{a}2;;;(w^{(l)})^{a¥iota+1}¥cdots(zw^{(n)})^{a_{n+1}}$ ($¥alpha_{i}¥geq 0$ , ganz) hat damit
die wohlbestimmte Ordnung

$¥nu(z^{a¥mathrm{o}}w^{a}1(w^{¥prime})^{a¥mathrm{z}}-(w^{(l)})^{a¥iota+1}¥cdots(zw^{(n)})^{a_{n+1}})$

$=¥alpha_{0}+n¥alpha_{1}+(n-1)¥alpha_{2}+-+¥alpha_{n}+¥alpha_{n+1}$

und schreibt man $¥alpha=(¥alpha_{0}, ¥alpha_{1^{ }},¥cdots, ¥alpha_{n+1})$ , $|¥alpha|=¥alpha_{0}+¥cdots¥alpha_{n+1}$ ,

$P(z, w, w^{¥prime}, -, zw^{(n)})=¥sum_{|a|>0}c_{a}z^{a¥mathrm{o}}w^{a}1(w^{¥prime})^{a}2-(zw^{(n)})^{a_{n+1}}$

so fur $P=0$
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$¥nu(P)=¥min_{|a|>0_{a}¥neq 0},.(¥alpha_{0}+n¥alpha_{1}+(n-1)¥alpha_{2}+¥cdots+¥alpha_{n}+¥alpha_{n+1})$

und $¥nu(P):=¥infty$ fur $P¥equiv 0$ .

Deffiition. Wir bezeichnen diese Bewertung $¥nu$ als $¥mathrm{r}¥mathrm{a}$-Ordnung von $C[[z,$ $w$, $w^{f}$,
?,

$w^{(l)}$] $¥rceil$ und schreiben n-ord. $P=¥nu(P)$ .

Satz 1 (p. 19 [1]). Fur die Funktion $w(z)$ der komplexen Veranderlichen $z$ sei
folgende Differentialgleichung $Q+R=0$ von Typ $(M, n)$ vorgelegt:

(2. 1)
$¥lambda z^{M}+_{¥beta_{¥nu}+na¥mathrm{o}+}¥sum_{¥left(¥begin{array}{l}n- 1¥¥||¥end{array}¥right)}¥cdots¥lambda_{¥beta ¥mathrm{o}a}z^{¥beta ¥mathrm{o}}w^{a¥mathrm{o}}(w^{¥prime})^{a}1-(zw^{(n)})^{a_{n}}$

$+R(z, w, w^{¥prime}, ¥cdots, w^{(l)_{ }},¥cdots, zw^{(n)})=0$

mit $M¥geq 1$ . $n¥geq 1$ , $¥beta_{0}¥geq 0$ , $¥alpha_{i}¥geq 0$ ganze Zahlen, $¥alpha=(¥alpha_{0}, ¥alpha_{1^{ }},--, ¥alpha_{n})$ . $R$ sei konvergente
Potenzreihe in der angeschriebenen Variablen mit /z-ord. $R>M$. Fur eine Nullstelle
$c_{n}$ von

(2.2)
$¥lambda+¥beta ¥mathrm{o}+na¥mathrm{o}+(n-1)a_{1}+¥cdots+a_{n}=M¥sum_{|a|¥neq 0}¥lambda_{¥beta ¥mathrm{o}a}c_{n}^{a¥mathrm{o}+a++an}1¥cdots 1¥cdots nn^{a+a}$

$(n-1)^{¥alpha++a_{n}}2¥cdots+¥cdots+(n-f+1)^{a++a_{n}}1¥cdots-(1)^{n}=0$

sei fur aile $N>n$, $N¥in N$, mit der Abkurzungen

$c_{n+k}^{(0)}:=c_{n+k}$ ,

$c_{n+k}^{(j)}:=(n+k)(n+k-1)$? $(n+k-j+l)c_{n¥dotplus k}^{(0)}$

$(k=0,1,2, ¥cdots, j=1,2, ¥cdots, n)$

(2.3) $00¥left(¥begin{array}{l}n-1¥¥||¥end{array}¥right)¥sum_{¥beta+na+}¥cdots¥lambda_{¥beta ¥mathrm{o}a}¥{¥sum_{¥nu=1}^{n}¥alpha_{¥nu}(c_{n}^{(¥nu)})^{¥alpha_{p}-1}¥prod_{¥mu¥neq¥nu}(c_{n}^{(¥mu)})^{a_{¥mu}}N(N-1)$
? $(N-¥nu+1)¥}¥neq 0$.

Ferner werde gefordert, dass der Koeffizient der hochsten Potenz von $N$ in (2.3) un-
gleich Null sei, also gelte:

(2.4) $¥beta ¥mathrm{o}+na¥mathrm{o}+(n-¥sum_{¥mathrm{j}1¥mathrm{r}}¥cdots+a=¥lambda_{¥beta ¥mathrm{o}a}¥alpha_{n}(c^{(n)})^{a_{n}-1}¥prod_{¥mu¥neq n}(c_{n}^{(¥mu)})^{¥alpha_{¥mu}}¥neq 01)a_{1}¥dagger n$.

Dann gibt es zu diesem $c_{n}$ genau eine konvergente Losung

$ w(z)=c_{n}z^{n}+c_{n+1}z^{n+1+}-¥cdot¥cdot$ ,

der obigen Differentialgleichung (.2. 1).’’
Ge theoreme qui est a l’origine de cet article va donc tout naturellement etre une

consequence du theoreme 1 sous sa version equations differentielles. En effet faisons
dans l’equation (2. 1) le changement de fonction inconnue $w=z^{n-1}u_{9}¥theta=z(d/dz)$ nous



70 R. GERARD

avons; $w^{¥prime}=z^{n-2}[(n-1)u+¥theta u]$ , $w^{¥prime¥prime}=z^{n-3}[(n-2)(n-1)u+¥theta^{2}u+¥theta u]$ et plus generalement
$w^{(l)}=z^{n-1-l}¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}_{(l)}(u, ¥theta u, --, ¥theta^{¥iota}u)(f=1,2, --, n-l)$ ou $¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}_{(l)}$ est une forme lineaire en
$u$, $¥theta u$

,?,
$¥theta^{¥iota}u$ . De meme $zw^{(n)}=¥ovalbox{¥tt¥small REJECT}_{(n)}(u, ¥theta u, --, ¥theta^{n}u)$ . Par ce changement de

fonction inconnue l’equation (2. 1) prend la forme

$¥lambda z^{M}+¥sum_{¥sigma+|a|=M}a_{¥sigma a}z^{¥sigma}u^{a¥mathrm{o}}(¥theta u)^{a}1-(¥theta^{n}u)^{a_{n}}+R_{M}(z, u, ¥theta u. -, ¥theta^{n}u)$

ou $R_{¥mathrm{j}1f}$ est de valuation habituelle superieure strictement a $M$.
Designons par $D$ l’operateur que nous venons d’obtenir. Si on introduit dans

cet operateur une serie formelle $u=_{m¥geq l}u_{m}x^{m}$ , on voit facilement que l’equation (2.2)
n’est autre que $C_{M}(u_{1})=0$, que (2.3) exprime $F_{M,m}(u_{1})¥neq 0$ , c’est a dire assure l’existence
d’une solution formelle et enfin (2.4) que $C_{n}(D)(u_{1})¥neq 0$, c’est a dire la condition assur-
ant la convergence de cette solution formelle.

3.3 Les theoremes a la Briot-Bouquet
Parmi ces theoremes il $¥mathrm{y}$ a le classique et les diverses generalisations. Nous

allons voir qu’ils sont tous des consequences de la version equations differentielles du
theoreme 1 ainsi que du theoreme de P. Bungartz.

Theoreme de Briot-Bouquet. [2] Soit l’equation differentielle

$x¥frac{dy}{dx}=ay+bx+R_{2}(x, y)$

ou $R_{2}(x, y)$ est une serie convergente au voisinage de $0¥in C^{2}$ dont la valuation est
superieure ou egale a 2. Si $a¥not¥in N$ et $a¥neq 0$ alors cette equation admet une solution
holomorphe a l’origine, $¥varphi(x)$ telle que $¥varphi(0)=0$ . C’est une consequence immediate du
theoreme 2 mais on peut dire de plus que l’operateur

$Du=x¥frac{du}{dx}-au-bx-R_{2}(x, u)$

est a singularite reguliere.

Regardons maintenant une generalisation de ce theoreme due a L. Reich [3], en
version originale il s’enonce

Satz. Seien $m$ , $n$ , $r$ , $s$ , ganze Zahlen, $m¥geq 1$ , $n¥geq 1$ , $s¥geq 1$ , $r¥geq 0$ , $s¥leq n$ . Es sei
vorgelegt die Differentialgleichung

(3) $Z^{(m-1)n+r+s}¥frac{d^{s}w}{dz^{s}}=¥lambda_{0}z^{r}w^{m}+¥lambda_{1}Z^{r}+n,n-1¥mathrm{t}¥mathrm{t}+-+¥lambda_{m}z^{mn+r}+P(z, w)$

wobei gilt:
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1) In der in einer Umgebung von $z=0$, $w=0$ konvergenten Potenzreihe $P(z, w)$

treten nur hinreichend hohe Potenzprodukte $w^{u}z^{v}$ auf, $¥mathrm{d}.¥mathrm{h}$. mit $v+un>mn+r$.
2) Fur eine Nullstelle $c_{n}$ der Gleichung

(4) $n(n-1)-(n-s+1)c_{n}-¥lambda {}_{0}C_{n}^{m}-¥lambda_{1}c_{n}^{m-1}---¥lambda_{m}=0$

sei fur aile $N¥in N$, $N>n$,

(5) $N(N-1)$? $(N-s+1)-m¥lambda {}_{0}C_{n}^{m-1}-$ ? $-¥lambda_{m}¥neq 0$ .

Dann existiert genau eine holomorphes Integral

(6) $w(z)=c_{n}z^{n}+c_{n+1}z^{n+1}+-$

der gegebene Differentialgleichung.

Ce theoreme est egalement une consequence immediate du theoreme 2. La
verification en est laissee au lecteur.

3.4, Comparaison avec les criteres c1assiques de singularite reguliere pour les
equations lineaires

Nous allons voir que les conditions donnees dans le theoreme 2 sont exactement
les generalisations des criteres classiques de singularite reguliere pour les equations
differentielles lineaires. Rappelons le plus ancien, considerons l’operateur

$Du=¥sum_{i=0}^{n}a_{i}(x)¥frac{d^{n-i}u}{dx^{n-i}}$ $a_{i}(x)¥in C¥{x¥}$, $a_{0}(x)¥neq 0$ .

Critere de L. Fuchs. [4]. Pour que l’origine soit une singularite reguliere de $D$

il faut et il suffit que

$¥forall$ $i=1,2$,?, $n$ $¥frac{a_{i}(x)}{a_{0}(x)}=x^{-i}q_{i}(x)$ avec $q_{i}¥in C¥{x¥}$ .

Un tel operateur a singularite reguliere peut s’ecrire sous la forme

$Du=¥sum_{i=0}^{n}b_{i}(x)X^{n-i}¥frac{d^{n-i}u}{dx^{n-i}}$

et la condition ci-dessus s’exprime par $b_{0}(0)¥neq 0$ . C’est a dire en introduisant $¥theta=$

$x(d/dx)$

$Du=¥sum_{i=0}^{n}c_{i}(x)¥theta^{n-i}u$ ou pour tout $i_{9}$ $c_{i}(x)¥in C¥{x¥}$ , $c_{0}(x)¥neq 0$

et la condition de L. Fuchs s’exprime par $c_{0}(0)¥neq 0$ . La forme la plus interessante
du critere de Fuchs est celle qui est donnee dans l’ouvrage de E. L. Ince (p. 160) [5].
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Soit $¥varphi(x)¥in C[[x]]$ , $¥varphi(0)¥neq 0$, on determine le coefficient $P(r)$ du terme de plus $¥mathrm{b}¥mathrm{a}¥mathrm{s}$

degre dans la serie

$x^{-r}D(x^{r}¥varphi(x))$

ce coefficient est un polynome en $r$ .

Critere de E. L. Ince I $¥mathrm{E}$ . L’origine est une singularite reguliere pour $D$ si et
seulement si

$d^{0}P(r)=n=$ ordre de $D$.

Et la forme qui se generalise au cas non lineaire est la suivante: soit $f(x)¥in¥hat{¥mathfrak{m}}$, pour
determiner $¥varphi(x)¥in¥hat{¥mathfrak{m}}$ verifiant $D¥varphi=f(x)$ , nous obtenons pour le calcul des coefficients
$¥varphi_{q}(q>1)$ de la serie formelle $¥varphi$ des equations de la forme

$Q(q)¥varphi_{q}=F_{q}(¥varphi_{1}, ¥varphi_{2^{ }},¥cdots, ¥varphi_{q-1})$

ou $Q(q)$ est un polynome en $q$ de degre inferieur ou egal a $n$ .

Critere E. L. Ince $I^{¥prime}$ . L’operateur $D$ est a singularite reguliere si et seulement si

$d^{0}Q(q)=n=¥mathrm{o}¥mathrm{r}¥mathrm{d}.(D)$.

Comparons ce critere aux hypotheses du theoreme 2

$Du=¥sum_{i=0}^{n}c_{i}(x)¥theta^{n-i}u$

introduisons une serie for melle $u=_{q¥geq l}u_{q}x^{q}$ dans l’equation

$Du=f(x)$,

nous obtenons

$(¥sum_{i=0}^{n}c_{i}(0))u_{1}=f_{1}$

et pour $q>1$ ,

$Q(q)u_{q}=(c_{0}(0)q^{n}+c_{1}(0)q^{n-1}+¥cdots+c_{n}(0))u_{q}$

$=F_{q}(u_{1}, u_{2^{ }},-, u_{q-1})$

$C_{1}(D)(X)=(¥sum_{i=0}^{n}c_{i}(0))X-f_{1}$

$C_{1,n}(D)(X)=c_{0}(0)$.

On a donc equivalence entre les conditions
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(I): $c_{0}(0)=0$,

(II): $d^{¥mathit{0}}q(q)=n=ord$ . $D$ ,

(II): $C_{1}(D)(X)$ et $C_{1,n}(D)(X)$ n’ont pas de racine commune,
(IV): $D$ est a singularite reguliere.

3.5. Applications aux equations differentielles a points critiques fixes du second
ordre de P. Painleve

Considerons l’equation $¥mathrm{V}¥mathrm{I}$ du tableau de P. Painleve,

$(¥mathrm{V}¥mathrm{I}1$ $y^{¥prime¥prime}=¥frac{1}{2}(¥frac{1}{y}+¥frac{1}{y-1}+¥frac{1}{y-x})y^{¥prime 2}-(¥frac{1}{X}+¥frac{1}{x-1}+¥frac{1}{y-x})y^{¥prime}$

$+¥frac{y(y-1)(y-x)}{x^{2}(x-1)^{2}}[¥alpha+¥beta¥frac{X}{y^{2}}+¥mathcal{T}¥frac{(x-1)}{(y-1)^{2}}+¥delta¥frac{x(x-1)}{(y-x)^{2}}]$

a laquelle nous associons l’operateur

$Dy=y^{¥prime¥prime}-¥frac{1}{2y(y-1)(y-x)}[(y-1)(y-x)+y(y-x)+y(y-1)]y^{¥prime 2}$

$+¥frac{1}{x(x-1)(y-x)}[(x-1)(y-x)+x(y-x)+x(x-1)]y^{¥prime}$

$-¥frac{1}{x^{2}(x-1)^{2}y(y-1)(y-x)}[¥alpha y^{2}(y-1)^{2}(y-x)^{2}+¥beta x(y-1)^{2}(y-x)^{2}$

$+r(x-1)y^{2}(y-x)^{2}+¥delta x(x-1)y^{2}(y-1)^{2}]$.

On se propose d’etudier l’equation $Dy=f(x)$ au voisinage des points singuliers 0, 1,
$¥infty$ de l’equation $¥mathrm{V}¥mathrm{I}$ . On sait que l’equation $¥mathrm{V}¥mathrm{I}$ est invariante par les transformations

$¥xi=l-x$, $¥eta=l-y$, $¥beta=-¥gamma^{¥prime}$, $r=-¥beta^{¥prime}$

et

$¥xi=¥frac{1}{X}$ , $¥eta=¥frac{y}{X}$ , $¥gamma=^{¥underline{1}}¥overline{¥angle}-¥delta^{¥prime}$ , $¥delta=¥frac{1}{2}-¥gamma^{¥prime}$

ce qui permet de se limiter a faire l’etude de $¥mathrm{V}¥mathrm{I}$ au voisinage de $x=0$ . Etudions
donc l’equation

$Dy=f(x)$ pour $f(x)¥in C¥{x¥}$ .

Elle s’ecrit:

$(^{*})$ $2x^{2}(x-1)^{2}y(y-1)(y-x)y^{¥prime¥prime}-x^{2}(x-1)^{2}y^{¥prime 2}[(y-1)(y-x)+y(y-x)+y(y-1)]$

$+2xy^{¥prime}(x-1)y(y-1)[(x-1)(y-x)+x(y-x)+x(x-1)]$



74 R. GERARD

$-2[¥alpha y^{2}(y-1)^{2}(y-x)^{2}+¥beta x(y-1)^{2}(y-x)^{2}+¥mathcal{T}(x-1)y^{2}(y-x)^{2}$

$+¥delta x(x-1)y^{2}(y-l)^{2}]$

$=2f(x)x^{2}(x-1)^{2}y(y-1)(y-x)$ .

On se propose de voir si $x=0$ est une singularite reguliere. Pour cela posons $y=y_{¥mathrm{o}}$

$+z$, $¥mathcal{Y}¥mathrm{o}¥in C$ , $z(0)=0$, $¥theta z=x(dz/dx)$ et $x^{2}z^{¥prime/}=¥theta^{2}z-¥theta z$, on obtient ainsi

$2(x-1)^{2}(y_{0}+z)(y_{0}+z-1)(y_{0}+z-x)(¥theta^{2}z-¥theta z)-(¥theta z)^{2}(x-1)^{2}$

$¥times[(y_{0}+z-1)(y_{0}+z-x)+(y_{0}+z)(y_{0}+z-x)+(y_{0}+z)(y_{0}+z-1)]$

$+2¥theta z(x-1)(y_{0}+z)(y_{0}+z-1)[(x-1)(y_{0}+z-x)+x(y_{0}+z-x)+x(x-1)]$

$-2[¥alpha(y_{0}+z)^{2}(y_{0}+z-1)^{2}(y_{0}+z-x)^{2}+¥beta x(y_{0}+z-1)^{2}(y_{0}+z-x)^{2}$

$+¥gamma(x-1)(y_{0}+z)^{2}(y_{0}+z-x)^{2}+¥delta x(x-1¥mathrm{I}(y_{0}+z)^{2}(y_{0}+z-l)^{2}]$

$=2f(x)x^{2}(x-1)^{2}(y_{0}+z)(y_{0}+z-1)(y_{0}+z-x)$.

Les valeurs acceptables pour $y_{0}$ sont donnees par

$-2y_{0}^{4}[¥alpha(y_{0}-1)^{2}-¥gamma]=0$ .

Donc $y_{0}=0$ ou bien $y_{0}$ est donne par $¥alpha(y_{0}-1)^{2}=¥mathcal{T}$ .

1 $¥mathrm{o}$

) cas. $y_{0}$ verifie $¥alpha(y_{0}-1)^{2}=¥gamma$, $y_{0}¥neq 0$

$C_{1}(D)(X)=2y_{¥mathrm{o}^{2}}(y_{0}-1)¥{X(1-2¥alpha y_{0}^{2})-(y_{0}-1)[¥beta+¥alpha y_{¥mathrm{o}^{2}}-¥delta]¥}$

$C_{¥theta^{2}}(D)(X)=2y_{0}^{2}(y_{0}-1)$ .

Il en resulte que l’equation $(^{*})$ admet dans le cas generique une solution holo morphe
et une seule $¥varphi(x)$ verifiant

$¥varphi(0)=0$, $¥varphi^{¥prime}(0)=¥frac{(y_{0}-1)[¥beta+¥alpha y_{¥mathrm{o}^{2}}-¥delta]}{1-2¥alpha y_{¥mathrm{o}}^{2}}$ .

$2^{¥mathrm{o}})$ cas. $y_{0}=0$ , dans ce cas

$ C_{2}(D)(X)=X^{2}[-1-2(¥beta-¥delta)]+4¥beta X-2¥beta$

$C_{¥theta 2}(D)(X)=2X(X-1)$ .

Si $C_{2}(D)(1)=-1+2¥delta¥neq 0$, et $C_{2}(D)(0)=-2¥beta¥neq 0$ alors a chacune des racines $X_{1}$ , $X_{2}$ de
$C_{2}(D)(X)=0$ est associe une solution holomorphe $¥varphi_{1}$ et $¥varphi_{2}$ tels que:

$¥varphi_{1}(0)=0$, $¥varphi_{1}^{J}(0)=X_{1}$ ; $¥varphi_{2}(0)=0$ , $¥varphi_{2}^{J}(0)=X_{2}$ .

3 ) cas. Les divers cas particuliers non envisages ci-dessus et dont l’etude est
laissee au lecteur.

Conclusion. l’equation $¥mathrm{V}¥mathrm{I}$ de P. Painleve est a singularite reguliere aux points
0, 1, $¥infty$ .
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On peut egalement verifier que les equations $¥mathrm{I}¥mathrm{I}¥mathrm{I}$ et $¥mathrm{V}$ de P. Painleve ont une
singularite reguliere on 0. Le theoreme 2 ne permet pas de conclure a la nature de
la singularite $¥infty$ pour les equations $¥mathrm{I}$ , $¥mathrm{I}¥mathrm{I}$ , $¥mathrm{I}¥mathrm{I}¥mathrm{I}$ , $¥mathrm{I}¥mathrm{V}$ et $¥mathrm{V}$ de P. Painleve, mais vu la
maniere dont se deduisent les equations $¥mathrm{V}$ , $¥mathrm{I}¥mathrm{V}$ , $¥mathrm{I}¥mathrm{I}¥mathrm{I}$ , $¥mathrm{I}¥mathrm{I}$ et I de l’equation $¥mathrm{V}¥mathrm{I}$ par con-
fluence, il $¥mathrm{y}$ a tout lieu de penser que l’infini est une singularite irreguliere pour ces
equations.

Remarque. L’equation $¥mathrm{V}¥mathrm{I}$ est equivalente au systeme [6]:

$y^{¥prime}=¥frac{1}{x(x-1)}[y(y-1)(y-x)z+¥theta_{0}(y-1)(y-x)+¥theta_{1}y(y-x)+(¥theta_{x}+1)y(y-1)]$

$z^{¥prime}=¥frac{-1}{x(x-1)}[(¥frac{3}{2}y^{2}-(x+1)y+¥frac{1}{2}x)z^{2}+(2(¥theta_{0}+¥theta_{1}+¥theta_{x}+1)y-(x+1)¥theta_{0}$

$-x¥theta_{1}-¥theta_{x}-1)z+¥frac{1}{2}((¥theta_{0}+¥theta_{1}+¥theta_{x}+1)^{2}-¥theta_{¥infty}^{2})]$

ou les constantes $¥theta_{0}$ , $¥theta_{1}$ . $¥theta_{x}$ . $¥theta_{¥infty}$ sont donnees par

$¥alpha=¥frac{1}{2}¥theta_{¥infty}^{2}$ , $¥beta=-¥frac{1}{2}¥theta_{0}^{2}$ , $¥mathcal{T}=¥frac{1}{2}¥theta_{1}^{2}$ , $¥delta=_{¥frac{1}{2}-}¥frac{1}{2}¥theta_{x}^{2}$ .

Sous cette forme on voit immediatement en utilisant le theoreme 2.3 page 252 de [7]
que l’equation $¥mathrm{V}¥mathrm{I}$ est a singularite reguliere aux points 0, 1 et $¥infty$ . Des remarques
analogues sont valables pour les equations $¥mathrm{I}¥mathrm{I}¥mathrm{I}$ et $¥mathrm{V}$ au voisinage de l’origine de $C$.
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