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Une Classe d’Equations Différentielles Non Lineaires
a Singularité Réguliere

Par
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Introduction.

L’objet de cet article est d’introduire une classe d’équations différentielles non
linéaires a singularité réguliere. Un opérateur

D: C[[x]]|——>m

est dit a singularité réguliere si pour tout f e m (idéal maximal de C{x}) toute solution
formelle de

Du=f(x)

est convergente. :
Soient, F(x, X,, X}, - - -, X,,) une fonction holomorphe au voisinage de I’origine
de CxC"*'et §,=id., 6,, 6,, - - -, 8, une suite d’opérateurs linéaires

0,: Cl[x]]—.

Le théoréme 1 du § 2, donne des conditions suffisantes sur la suite {4,, 6,, - - -, 8,}
pour que ’opérateur: ‘
Du:F(x, u, 01“5 . ;slanu)

soit a singularité réguliere. Dans le § 3, nous donnons les versions équations différ-
entielles du théoréme 1 et nous montrons directement c’est & dire sans introduire un
systéme équivalent que les singularités fixes de I’équation VI de P. Painlevé sont
régulieres. De plus nous montrons que tous les théorémes classiques a la Briot-
Bouquet ainsi que toutes leurs géneralisations sont des cas particuliers du théoréme 1.

§0. Notations, Définitions, Exemples

Notons: ,
—C[[x]] 'anneau des séries formelles & une indéterminée et a coéfficients complexes;
—1t  son idéal maximal;
—C{x} Tanneau des germes de fonctions holomorphes a l'origine de C ou encore
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Ianneau des séries convergentes centrées a 1’origine de C;
—m son idéal maximal;
— 2, (resp. &,) Pespace vectoriel sur C des opérateurs C-linéaires envoyant C|[x]]
(resp. C{x}) dans 1h (resp. m).
Un opérateur D: C[[x]]—>1h (resp. C{x}—>m) sera dit .2, (resp. Z,)-analytique si
1°) il existe un entier » € N et une fonction F(x, X,, X,, - - -, X,,) holomorphe
dans un polydisque centré a I'origine de C X C*** vérifiant F(0, 0, - - -, 0)=0;
2°) une suite finie 6, 6,, - - -, 8, d’éléments de 2, (resp. &,) telle que pour
tout u e 1 (resp. nt)

Du=F(x, u, 6,u, u, - - -, 0,u).

On notera dans la suite (%) (& =2, ou =9, I'ensemble des opérateurs #-
analytique.

Definition 0.1. Un opérateur D ¢ 9(%) est dit singulier si
D(C[[x]) i si =2,

et
D(C{x})cm si =92,.

Definition 0.2. Un opérateur D e 2(%) singulier est dit singulier régulier si pour
tout f'e C{x}, tout série formelle & vérifiant

Di=f(x)
est convergente.

Definition 0.3. Un opérateur D ¢ 2(%) singulier est dit singulier irrégulier s’il
existe f e C{x} et une série formelle # non convergente telle que

Dii= f(x).
Tout opérateur Z-analytique peut s’écrire

Du= 3, agxfu0uw)*-- (0,0

B+lal>1

a;eN, |a|l=a+o,+ - +a, aeC.
La partie affine de D est par définition I’opérateur

Du= 3 apxtu(Ou) - -(6ui).

g+lal=1

Un opérateur Z-analytique est dit affine s’il se réduit a sa partie affine, ce n’est
en général pas un opérateur C-linéaire, mais on lui associe I’opérateur linéaire
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Diu= 3 a, u*(0,u)*- - -(0,u)*
1

al=1
qu’on appelle le linéarisé de D.
Exemple. L opérateur
0: C{x}—m

du

dx

est linéaire, singulier et méme singulier régulier. L’opérateur
n .
Du=3> a0 "u, a,eC a,+#0,
t=0

est linéaire singulier et singulier régulier.
Considérons maintenant

Du—_—i a,(x) @) 'u, a,eC{x} avec ayx)=0.
i=0
Cet opérateur est #-analytique dont le linéarisé est

n
Diu=>3" a,(0)(6)" ‘u.
=0
On sait que D est a singularité réguliere si et seulement si a,(0)40. Soit

F(xa Xo: Xl: M) Xn)= Z aﬁ’uxﬂXgﬂXfl. ° °X'Z"

B+lal>l

une fonction holomorphe dans un polydisque centré a I’origine de C X C"*!, et con-
sidérons '

Du=F(x, u, Ou, 6*u, - --,0"u) ou 0=x_ad;.

Nous verrons dans la suite que si le linéarisé de D:

Diu= 3 a,  u~(@u)*- - -(6"u)*r
|

al|=1

est a singularité réguliere il en est de méme de D.

§ 1. Les bons operateurs

Considérons le sous espace vectoriel & de £, des opérateurs

p: M—>m
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de 1a forme

¢(7§1umxm)= 25 (X2 om—Kku,,_Jx™

m=1 0<k<m
ol {¢;}.c v €st une suite de fonctions définies sur V.

Exemples.
1) L’identité

id.: D0 u, x> 3w, x™

mz=1 m>1
(id.),=0 pour k=0 et (id)(m)=1 pour tout m e N.
2) o=x(d/dx), p,=0 pour tout k=0 et ¢ (m)=m; pour tout u ¢ ikt
07 (5 x™) = X ()™

donc, (¢™'),=0 pour tout k=0 et (p~")(m)=1/m VYm e N.
3) Soitae C[[x]l, a=>,.,a,x™ et ¢ défine par
p: M—>1h
U~~—>a.u
au= 3 ( 27 a,_)x"; o(m—k)=a,

m=1 0<k<m
si @ e C{x}, alors ¢ est définie sur m et & valeurs dans .
4) Soitaemet
@ m—>m
U-—~—>aou
il est facile de voir que ¢ n’est pas dans la classe Z.

Nous dirons qu’un opérateur ¢ € & est un bon opérateur si pour tout m e N et
tout k, 0<<k<im,

lou(m —k)| < cilof(m—Kk)|
ou la suite {c,},-,CR* et telle qu’il existe p>>0 tel que

c(p)= ’;)ckpk<+ob.

Exemples.

1) L’identité de i1 est un bon opérateur, il suffit de prendre ¢, =0 pour k=0 et
c,=1 alors c(p)=1. :

2) Tout opérateur ¢ € & tel que ¢, =0 pour k=0 est un bon opérateur c(p) =1.

3) La multiplication par une série a € C{x} est un bon opérateur
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p)=au= 3, > (Qly_)x"

m>1 0<k<m

lpum—k)|=|a,|<cila,|

si a,=1, on peut prendre ¢, =|a,|.
Soient ¢ € Z et ¢ € & nous dirons que ¢ domine +r si pour tout m et tout
kel0,1, ..., m], il existe d, € R* tel que

[¥ri(m —K) | <di| pi(m—Fk)|
et il existe p>0 tel que

d "<+ oo.

k>0

Un bon opérateur est donc un opérateur qui se domine.

Remarque. Si ¢ est un bon opérateur qui domine les opérateurs v, Vo, - -+, Yy
alors pour tout m et tout k ¢ [0, 1, 2, - - -, m], il existe ¢, € R™ tel que pour tout j=
1, 2’ <o, n v

|V, um —k) | < ¢ po(m — k)|
lpum—Kk)|< e\ p(m —k)|
avec

2 o<+ oo pour un p € R*
k>0

Nous dirons qu’un opérateur ¢ € & domine strictement un opérateur - € & si

1°) ¢ domine

2°)  Lim. V) _,

M= ke Soo(m

Exemples.

1°) Considérons 8 =x(d/dx) alors 6, =0 pour tout k sauf pour k=0, §,(m)=m,
considérons 67, on a 2=0 si k%0 et §2(m)=m?. Donc pour tout p, 6? est un bon
opérateur qui domine strictement #? pour tout g<p. o

2°) Si on considére ¢=6"", on voit facilement que (§~*)” est un bon opérateur

qui domine strictement (6~*)? pour tout g > p.

§ 2. Une classe d’opérateurs a singularité réguliere

Soit F(x, Xy, X;, - -+, X5 X1, X3, - - -, X}) une fonction holomorphe au voisinage
de I'origine de C X C" X C? et telle que F(0; 0; 0)=0.

F(X, X; X’): Z aﬁ’a,arx‘BXaX/a'

B+lal+]al>1
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C\CZ—‘(C\CO, (2 STRRAAI an): a':(a{, B} aﬁv),
F(x; X; X)= 3, F(x; X; X))
P31
F(x; X; X)= 3 dg,.XXX". |
B+lai+ia’l=p

Soit §,=id., 6,, - - -, 0,; 0i, - - -, % une suite d’opérateurs de & c’est a dire que si ¢;
est un élément de cette suite on a pour tout u € 1t

soJ(u): Z( Z lsoj,k(m—k)um—k)xm-

m=1 0<ksm—
On considére dans la suite ’opérateur #-analytique
D: mi——1it
Du=F(x, 6u, ---,0,u; 0y, ---,04u). -

Soit g Ulentier tel que F,=0 pour tout p<g et F,%0 de pius supposons que
F,(x, X, X’) ne contient pas X’, c’est a dire que

F(x, X, X)= 3> a, . x’X* ou a;,=a;,,.

Brlal=q

A Topérateur D associons les n+2 polyndmes:
C(D)(X)= MZW A5 ol0o,0(1))7 -+ - (b, (1)) X1,
et pour j=0,1, -- -, n;

Cq’j(D)(X)=p+Za:1:=q a,s,aaj(ﬁo,o(l))ao' : '(6j,o(1))aj_la U (0n,o(l))anX!a]_l
Les hypotheses (H):
1°) parmi les opérateurs §,=id., 6,, - - -, 8, il y a un bon opérateur qui domine
strictement les autres; notons le ¢,
2°) Topérateur 6; domine tous les opérateurs 8, 6;, - - -, O
3°) les polyndomes C(D)(X) et C, ,;(D)(X)=0 n’ont pas de racine commune.

Remarque. La condition C, ; (D) (X)%0 exprime que §,, figure explicitement
dans F(x, u, O,u, - - -, 0,u).
Théoréme 1. Sous les hypotheéses (H) toute solution formelle de I’équation
Du=F(x,u, 6u, ---,0,u;0u, ---,0u)=0

est convergente.

La démonstration se fait en deux étapes.
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1°) Existence d’une solution formelle. 1’equation Du=0 peut s’écrire
(1) F(x,u,0u, ---,0,u)=R,, (x, O, - - -, 0,u; Ou, ---,0xu)

ou la série R, (x, X, X’) ne contient que des mondmes de degré total supérieur
strictement & g. Introduisons dans I’équation (1) une série formelle

u:Zumxm’ 0ju=7§1@j,mxm ou 6;,= Z 0j,k(m_k)um—k

mz=1 0<ksm—-1

et
Y ’ 5 ’r ’
Gu=2,0;,x" ou 0;,= 3> 0 (m—Kku,_,.
m=1 0<kEs<m-1
Pour déterminer u,, nous obtenons I’équation:

Cq(D)("ﬁ):t9 Z aﬁ,a(ﬂo,o(l))ao' : '(ﬁn,o(l))an"ﬁa] =0

+lal=q

et pour tout m>1, u,, est donné par

20 45,0 2500500, )7 [] (0,,)
Jj=0 1£2K)

B+lal=q

=Gm(@0,1’ @0,29 sy, @0,711,—1; 01,19 MY @l,m—l; .

. 4 4 .
@n,ls DR @n,m—ls 1,10 ° " s Vim—1> ° °°

5\",1’ @5\7,2’ Tty @Ev,m—l; (a))

ou G, est un polyndme en toutes les variables qui y figurent et ou (a) désigne la suite
des coéfficients de la série R,,,. Cette équation nous donne,

[ 3t 3@, 0= 1T 60y,

B+lal=q
la|#0

+ > a,s,ajZ::)a'j( Z: 1ﬁj,k(m—k)”m—k)(aj,o(l))aj—l [T (01,0(1))”%”7;

B+lal=¢q 1Sk<m— )

= fuQuy, -ty 5 0, (Duy, 01,0(2)H2+01,1(1)M1, e,
6r,0m— Dty 1 +0, (M —ty_p+ -+ 46, (D5 « - -5
O, (Dtys O Dty +0,, (D, -+ - -, 0, (M— Dty 4 -+ - 40, sV
010Dy, -« -5 01 (m— Dty 4+ - 46 (Dt -+ -5
O oDy, « 5 Oy o(m— Dty =+ - - - +0% o, (Duy; ().

Introduisons

Fq,m(X): >, Gg,a i ajgj,o(m)(ﬁj,o(l))aj_l ]—[ (0130(1))0(;“;01]—1'
B q j=0 1£4

+lal=

la|#0

Nous pouvons donc en conclure que pour toute racine u;, de C/(D)(X) vérifiant
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F, ,.(u))=0 pour tout m, I’equation Du=0 admet une solution formelle. Par contre
F, .(u;)=0 pour certains m n’exclut pas I’existence d’une solution formelle.

2°) Convergence des solutions formelles. Parmi les opérateurs 6,=id., 4,, - - -, 4,
il y a un bon opérateur qui domine strictement les autres. Sans unire 2 la généralité
on peut supposer que cet opérateur est 6, les deux polynémes C (D)(X) et C, (D) X)
n’ont donc pas de racine commune et de plus C, ,(D)(X)#0. Comme §,domine
Pidentité

1<c0, )], c§=£0

quitte & normaliser #, on peut supposer cj=1.

Nous avons:

Lim (L)} 53 a0, 0,0, 0) ] @ua(Dyrfe

m—too UG, (m) al=q
=C,,.(D)(u,) 0.
Donc pour m> M,
|F,m(u)] =06, (m))
et si F, ,(u,)=0 pour tout m<AM, il existe o tel que
|Fym(u)|>010,,o(m)|  pour tout m.

Remargque. S’il existe des entiers m<<M, tels que F, ,(u,)=0 et si I’équation
Du=0 admet une solution formelle, on peut voir que la suite de la démonstration
reste valable et qu’il suffit de modifier un nombre fini de termes dans une série con-
vergente. Le théoreme reste donc encore valable dans ce cas.

L’opérateur 4, domine les opérateurs 4,, 4,, - - -, 6, 65, 65, - - -, 8. Donc pour
tout m,

pour j=0,1, ---,n
10, (m—K)|<cilf, (m—K)| Vk, 0<k<m
pour j=0, 1, 2, (- -, N
|605,6m—K)|<cif|0,,(m—K)| VEk, 0<k<m
et il existe p>0 tel que
clp)= 2, clp*<+oo
¢Hp)= X ¢ ip"< + oo.

Rappelons que ¢%(p)=1.
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Introduisons pour tout j=0,1, ---,n et tout r=1,2, ..., N les séries conver-
gentes pour [x|<p

()= 2 efx*, ()=1; c(x)= 3 ci/x"

k>0 k>0
et considérons I’équation

o X1 Y= pxtp 3 g Jxem [ (/) V)
B 7=0

+lal=¢
la]#0

+|R |, Y5 ()Y -5 " (X) Y (XY, - - -5 Y (X) Y (la])

ou ¢, et x sont des nombres réels et ol | R, , | désigne une série majorante convergente
de R,,;. En posant Y=xZ on voit immédiatement & 'aide du théoréme des fonc-
tions implicites que cette équation admet une solution

Y=>Y,x"

m>1

convergente dans un disque centré a I’origine de C. Nous allons montrer maintenant
que si ¢, et p sont convenablement choisis Y est une série majorante de la série
> ims1Unx™.  Déterminons les coéfficients Y,, de la série solution de I’équation ci-
dessus.

oY, =p+ 2] |aﬁ,a|_H0 (c§ Y=
=

B+lal=q
et pour tout m>1,

o=, = tas.llal [] @yorio | v,
1L

+Tal=q

n

=ﬁ+§=q Iaﬁ,al;:) a; (Kkgl_l Y )e) Zl;[j(cﬁ)“‘Y{“H
+fEY, Yy -, Yoy &Yy, Yty -
Y, s +aY, o+ Fen Yy oo Yy, Y,y -y
& Ypoat -t Y'Y, o Yot Yo+ o'y, -5 eV Y,
Yo" Yy, e e Yt el Y (a])

ou f* s’obtient a partir de f,, en remplacant les coéfficients de la famille (@) par les
majorants notés (Ja[). Nous allons montrer maintenant par récurrence sur m que

[0, | <[0,,6(mM)| |1, | < Y pour tout m>1.

Prenons Y, tel que



R. GERrRARD

64
[u,|<[0,,0(D]] ;| < Y,
g, tel que
0<o,— >0 agdal [] ()Y} '<q
B+lal=q j=0
et

p=a,Y, — Z la,s,alljo(Cng)“"'-

B+lal=¢q J

Supposons que
1] <I5n,o(l’)”upl <Y,

pour tout p<Cm et montrons
que ceci est encore vrai pour p=m. Nous avons pour tout k, 0<k<m—1 et tout

j:O, 1’ <o, n
Iﬁj,k(m_k)um—kl <I6J"k(m_k)”um—k|
<c£,0n,o(m_k)l[um—kl <C£Ym—lc

tout r=1,2, ..., N
|05, —K)uy, | <|0] 1 (m—K)||u,, _,]

<0, o m—E)| |ty o] <Y s

En revenant a la formule donnant u,,, nous obtenons

1 L . o~ _
{ 21 lagd 25 20 Y (e ] () Yyt
B+lal=¢q Jj=0 l#j§

m 1<k<m-1
SV Yoy -, Y
oY - ten Y VY, VY, 4, -

YL Y ()

|| <

S § 1 1 .
—1’00171: COY2+CIY19 DR

. IN IN
50 Y, Y,

Y,

1 T e -
o=, 3 lasdlal 5 ey i v.
B+lal=q j=0

|t < ———

| Fo,m(tts) |

Y,
<L —m
h Ian,o(m)l

car
P it el [ (T <o

Brlal=q

et
|Fo,n(u)| = 0|6,,0(m)|.
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En définitive
[uml<l0n,0(m)[|uml < Ym

et également

pour j=0,1,2, ..., n—1
10,0, <1601, | < €3]6,,(m)| |y < Y,
pour r=1,2, ---, N
|67 o(m)ut,| <37 Y

Ce qui prouve la convergence de la série >, ., u,x™ et donc le théoreme 1. 1l est
dailleurs facile de voir que toutes les séries ¢,() pour j=0,1, - --, n et 8}(u) pour
j=1,2, - .., N sont également convergentes.

Corollaire 1. Si parmi les opérateurs 6,=id., 8,, - - -,0,, il y a un bon opérateur
6,, qui domine strictement tous les autres et tel que C(D)(X) et C, ; (D)X soient sans
racine commune, I’ opérateur
D)= 3 ay xusOuy- - -(@u)
q

+lal=
la|+0

q,Jjo

est a singularité réguliere.

Remarque. Pour toute racine u, de C,(D)(X)=0 vérifiant F, ,(1,) 0 pour tout
m, Péquation Du=0 admet une solution formelle de premier terme u,x si de plus
C,.;(D)(u;) 0, cette solution formelle est convergente.

Exemples.
1. Soit 8, =x(d/dx) et pout tout j=2,3, ---, n, §,=(0,)’. Consideérons I’opér-
ateur

Du= > a (x)u~(0u)**- - -(Gru)* a, € C{x}
la]=1

que I’on peut écrire sous la forme

L’opérateur (6,)" est bon et domine strictement (6,)¢ pour tout g<<» ainsi que
I'identité.

CDD)=3,50X,  Cou(DYX)=b,(0).
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Si 5,(0)#0 T'opérateur D est a singularité réguliere, on retrouve ainsi le critére
classique de L. Fuchs.
2. Soit 8, =(x(d/dx))~* c’est a dire

61<Z umx’”):}; U xom

_m
m>1 m>=1 m

prenons 6,=(9,)? et considerons
Du = i}bi(x)(t?,)’:u ou pour tout i, b,(x) e C{x}
i=0
= 3> b0)0) -+ Rof, u, Oyt -+ -, O3).
=0

L’identité est un bon opérateur qui domine strictement tous les autres,

C(DY(X) = 2 b,(0)X, C,,f(DY)(X) =b,(0).
Donc si b,(0) =0 Popérateur D est & singularité réguliere.

§ 3. Applications aux équations différentielies
Considérons le bon opérateur

g: C{x}—m

du
u= > u,x" U=X—= ) MU, X"
mz1 X m>1

et un opérateur Z,-analytique
Du=F(x,u, u, - - -, 0"u)
ou
F(xs XO, Xla B Xn)z ZFp('x’ Xos Xla ) Xn)
p>1

Fyx, Xy, X}, -, X)= >3 @ Xx*Xgo-- - Xin.

B+lal=p

Soit g ’entier tel que
F,=0 pour p<g et F,=0.

Comme pour tout je{0,1, ---,n}, 'u=>,.,mu,x™, on sait que 6" domine
strictement tous les autres opérateurs ¢’. Introduisons,

CDYX)= 2, az X', Cn(D)(X)=ﬁ+§=qaﬁaanX'“"’

B+lal=¢q

et
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n

Fo(X)= 3 a3 amXi«-,

B+lal=¢q J=0

Le théoréme 1 nous donne alors,

Théorém 2. Pour tout racine u, de C(D)(X) vérifiant C,(D)(u,)+0 et pour tout
m e N, F,, (u)+0, il existe une solution holomorphe

U= u,x"
m>=1
de Du=0.
Et également

Théoréme 3. Si C(D)(X) et C,(D)(X)=0 sont sans racine commune, les
opérateurs

Du=F/(x,u,6u, - - -, 0")
et
Du=F(x,u, Ou, - - -, ™)

sont a singularité réguliere.

3.1. Quelques cas particuliers
1. Considérons un opérateur de la forme

Du :ij ax, )" u
i=0

ol les fonctions a,(x, u) sont holomorphes a I’origine de C2.

donc si a,(0, 0)£0 'opérateur D est a singularité réguliere.
2. Considérons un opérateur de la forme

Du=3"a,(x, i)(Ouy-
=0
ol les fonctions a,(x, u) sont holomorphes a I’origine de C*.
ai(x’ u): Z CZ%’(.X, u,)’ a?(‘xa u): Z ai,ﬂaoxﬂuao-

qg=0 B+ao=p

Supposons que pour tout i € {0, 1, - - -, n}, a?=0 pour p<iet ai==0. Donc
Du= D u=uy(01)" + (ay10X + @, 18) Qri)" '+ - - -
+(‘9 Z . ajﬂaouﬁuao)(au)n—j_i_ ttt + Z anﬂaoxﬁuao
+ J

ag= B+ap=n
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et
C(D)(X):aoooX"—|—(am+a1mX)X"‘1+ o
+( Z .ajﬁaoXo)Xn_j_F s Z anﬂaoX",

B+ap=j B+ap=n

L’opérateur § domine strictement I’identité,

Co(D)(X) =125, X"+ (n— 1)(y10+ s X)X 72 - - -
+( Z X (n—j)ajﬁaoXao)Xn—j—l_*— cte + Z an-lﬁaono'

BHap=j B+apg=n—1
Si C(D)(X) et C,(D)(X) n’ont pas de racine commune I’opérateur D est a singularité
réguliere.

Remarque. Si par exemple la valuation de a, est supérieure ou égale a un, il est
suffisant de considérer I’opérateur

D u=(ayoX+a,u)(0u)" "'+ - - - +,9 2 ,ajﬁaoxﬁuau)(au)n_j
+ap=j
+ e + Z anﬂaoxﬂuao

B+apo=n

car dans ce cas g (x, u)(6u)" est d’ordre supérieur a n et peut donc étre considérer
comme perturbation au sens du théoréme 1 du §2.

3.2. Un theoreme de P. Bungartz [1]

Nour allons en donner la version originale en citant des extraits de cet article ce
qui nous parait plus simple que de longues explications.

“In der iblichen Bewertung von C|[z, w, w/, - - -, w"]] hat jede Variable die
Ordnung 1. Statt dessen normieren wir die Bewertung v folgendermassen: y(z):=

=1, y(W):=n, y(W)i=n—1, -, y(w®):=n—1I, -, p(we=D):=1 vzw™):=1,
v(a@):=0 fur a e C, also gleich so, wie wenn fiir, w, w/, - - -, w®™D, zw™ die Potenz-
reihen w(z)=c,z"+c¢, ., z"*'+ - -- und ihre Abteilungen bis zur n-ten Ordnung in

P*(z,w,w', - - -, wh, ... zw™) substituiert werden.

Jedes Potenzprodukt zaow=(w’)e2;;; (wh)«i+r. . . (zw™)*»+1(, > 0, ganz) hat damit
die wohlbestimmte Ordnung

D(Zaowal(w/)az, . ,(w(l))az+1, . -(ZW("))“""")
=a+na+n—Da+- - - +a,+ay,,
und schreibt man a=(a, @, - - +5 Apy1)s |@| =0+ - - -y,

Pz, w, W, - - -, zw™)= > c z7w (W)= . . (zw™)n+1
lal>0

so fiir P=0
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V(P):] fggn~¢0(“o+na1+("‘“ Da,+ - - - +oa,+ )
und y(P):=oco fiir P=0.

Definition. Wir bezeichnen diese Bewertung v als #n-Ordnung von Cl|z, w, w’,
-+ -, w9]] und schreiben n-ord. P=y(P).

Satz 1 (p. 19 [1]). Fiir die Funktion w(z) der komplexen Verinderlichen z sei
folgende Differentialgleichung Q4 R=0 von Typ (M, n) vorgelegt:

2.1 z" + 2 AgpaZ®oWo (W)t - - (zw™)an

By+nag+m—Dait-cetan=M
lai=0
+R(Z, W, W/, o, W(l), DRI Zw(n))=0

mit M>1,n>1, >0, a;>0 ganze Zahlen, a =(«y, ;, - - -, @,). R sei konvergente
Potenzreihe in der angeschriebenen Variablen mit n-ord. R>M. Fiir eine Nullstelle
¢, von

(2-2) 2+ Z zﬁoac;xz,u+a1+".+anna1“'+“n
Bo+nao+(m—Day+++++an=M
la]#0

(n_l)a2+---+an+ e +(n_l+ 1)a1+---+an. . .(l)n___o
sei fir alle N>n, N € N, mit der Abkiirzungen
c1(10-2k:=cn+k=

cPi=m+n+k—1). - -(n+k—j+1)c2,
(k=0,1,2, ..+, j=1,2,---,n)

(2.3) s ) zﬁoa{g ey T () NV —1)- - (N—v+ 1)} 0.

Bo+nap+ (n—Dar+serdap=
la[+0

Ferner werde gefordert, dass der Koeffizient der héchsten Potenz von N in (2.3) un-
gleich Null sei, also gelte:

(2.4 2 Mlﬁoaan(c‘"’)“"'l [T (c?)yee=£0.

Bot+nag+(n—1)ag++~c+an= pFEN

Dann gibt es zu diesem ¢, genau eine konvergente Losung
W(Z):cﬂzn+cn+lzn+1+ * e ')
der obigen Differentialgleichung (2.1).”

Ce théoréme qui est a I’origine de cet article va donc tout naturellement étre une
conséquence du théoréme 1 sous sa version équations différentielles. En effet faisons
dans I’équation (2.1) le changement de fonction inconnue w=2z""'u, § =z(d/dz) nous
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avons; W =z""*[(n— Du~+0ul, w’ =z""*(n—2)(n— Du+ 60*u-+0u] et plus généralement
wh=z""1"tL(u, Ou, - - -, 0'u) I=1,2, - - -, n—1) ol L, est une forme linéaire en
u, Qu, - - -, 0'u. De méme zw™ = Z\(u,0u, ---, 6™). Par ce changement de
fonction inconnue 1’équation (2.1) prend la forme
Az 4 ;} Mawz"u""(ﬁu)“l- (") Ry (z, u, Ou, - - -, 6*u)
o+lal=

ol R, est de valuation habituelle supérieure strictement a M.

Désignons par D I'opérateur que nous venons d’obtenir. Si on introduit dans
cet opérateur une série formellew=>, ., v, x™, on voit facilement que I’équation (2.2)
n’est autre que C,(u,) =0, que (2.3) exprime F,, ,,(u,) %0, c’est a dire assure ’existence
d’une solution formelle et enfin (2.4) que C,(D)(u,)+0, c’est a dire la condition assur-
ant la convergence de cette solution formelle.

3.3 Les théorémes a la Briot-Bouguet

Parmi ces théorémes il y a le classique et les diverses généralisations. Nous
allons voir qu’ils sont tous des conséquences de la version équations différentielles du
théoréme 1 ainsi que du théoréme de P. Bungartz.

Théoréme de Briot-Bouquet. [2] Soit I’équation différentielle
dy
x ——=ay+bx+ R)(x, y)
dx

ou R,(x, y) est une série convergente au voisinage de 0 e C? dont la valuation est
supérieure ou égale 3 2. Sia ¢ N et a0 alors cette équation admet une solution
holomorphe a 'origine, ¢(x) telle que ¢(0)=0. C’est une conséquence immédiate du
théoréme 2 mais on peut dire de plus que I"opérateur

Du=x du —au—bx — Ry(x, u)

dx

est a singularité réguliere.

Regardons maintenant une généralisation de ce théoréme due & L. Reich [3], en
version originale il s’énonce:

Satz. Seien m, n, r, s, ganze Zahlen, m>1,n>1,s>1, r>0, s<n. Es sei
vorgelegt die Differentialgleichung

dsw

(3) Z(m—l)n+r+s dzs :lozrwm+zlzr+nwn—1+ .. _l_lmzmrwr_i_P(Z’ W)

wobei gilt:
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1) In der in einer Umgebung von z=0, w=0 konvergenten Potenzreihe P(z, w)
treten nur hinreichend hohe Potenzprodukte w*z® auf, d.h. mit v+un>mn-t-r.
2) Fiir eine Nullstelle ¢, der Gleichung

(4) nn—1)---(n—s+ e, —2cr—acrt—. .. —2,=0
sei fiir alle N e N, N>n,

(5) NN—-1)-- - (N—s+1D)—macr*—...—2,#0.
Dann existiert genau eine holomorphes Integral

(6) W(Z) = €2 2 -

der gegebene Differentialgleichung.

Ce théoréme est également une conséquence immédiate du théoréme 2. La
vérification en est laissée au lecteur. '

3.4, Comparaison avec les criteres classiques de singularité réguliere pour les
equations lineaires

Nous allons voir que les conditions données dans le théoréme 2 sont exactement
les généralisations des critéres classiques de singularité réguliere pour les équations
différentielles linéaires. Rappelons le plus ancien, considérons ’opérateur

drtu

xn-—z‘

Du= ‘_ﬁ a,(x) a,(x) e C{x}, ayx)=+0.

Critére de L. Fuchs. [4]. Pour que l’origine soit une singularité réguliere de D
il faut et il suffit que

vV i=1,2,.--.,n a:(x) =x"'q,(x) avec g¢,e C{x}.
ay(x)

Un tel opérateur a singularité réguliere peut s’écrire sous la forme

Du=3" b(x)xn-:4" "
i=0 dx—?

et la condition ci-dessus s’exprime par b,(0)s=0. C’est a dire en introduisant §—
x(d/dx)

Du:i‘ci(x)&”"iu ou pour tout 7, c,(x) e C{x}, c,(x)=#0
=0

et la condition de L. Fuchs s’exprime par ¢,(0)0. La forme la plus intéressante
du critére de Fuchs est celle qui est donnée dans I'ouvrage de E. L. Ince (p. 160) [5].
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Soit ¢(x) € C[[x]], ¢(0)#0, on détermine le coéfficient P(r) du terme de plus bas
degré dans la série

x~"D(x"¢p(x))
ce coéfficient est un polynéme en r.

Critére de E. L. Ince I[5]. L’origine est une singularité réguliere pour D si et
seulement si

d°P(r)y=n=ordre de D.

Et la forme qui se généralise au cas non linéaire est la suivante: soit f(x) e 1, pour
déterminer ¢(x) e 1t vérifiant Dp= f (x), nous obtenons pour le calcul des coéfficients
¢, (q>1) de la série formelle ¢ des équations de la forme

ODe=F (01, 035 - * *» Pg_1)

ot O(q) est un polynéme en g de degré inférieur ou égal a n.
Critére E. L. Ince I’. L opérateur D est & singularité réguliere si et seulement si
d°Q(q)=n=ord.(D).

Comparons ce critére aux hypothéses du théoréme 2
Du=73 c(x)0" 'u
1=0

introduisons une série formelle =73 ., u,x? dans I’équation

Du=f(x),

nous obtenons
(:é; ci(O)) u, =1

et pour g>1,
Q(q)uq = (CO(O)qn + Cl(O)qn - + t et + cn(O))uq

=Fq(u1’ Uy, == -y uq—l)
DI = (3 )X,
CDYX) =2 0).

On a donc équivalence entre les conditions
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(I): ¢(0)=0,

(I1): d°(qg)=n=ord. D,

ID: Cy(D)X) et C, (D)X) n’ont pas de racine commune,
(IV): D est a singularité réguliere.

3.5. Applications aux équations différentielles a points critiques fixes du second
ordre de P. Painlevé

Considérons I’equation VI du tableau de P. Painlevé,

(VD y”=—1—(~1—+ L 1 )y’z—(iJr L 1 )y'
y y—1 y—x x x—1 y—x

yW(y—D(y—x) (x D sxx=1)
O e s G

a laquelle nous associons I’opérateur

1
Dy— vy’ — _1 . B = .
7= 2y(y—1)(y_x)[(y YY—=x)+y(y—x)+y(y—Dly
! oy — _ ’
+x(x_ 1)(y_x) [(x— 1)(y—X)+x(y x)+ X(X 1)])’

1 e e e
TRy —Dy—n YTV = —)

+7(x— 1Dy (y—x)*+dx(x — 1) y*(y—1)].

On se propose d’étudier ’équation Dy=f(x) au voisinage des points singuliers 0, 1,
oo de I’équation VI. On sait que ’équation VI est invariante par les transformations

§=1—x, 7)=1—J’, ﬁ:—rla T:'—ﬁ,
et

—&, d=——T

r
2

N|,_

1
Sz—f—’ 77=l, T:
X X

ce qui permet de se limiter a faire I’étude de VI au voisinage de x=0. Etudions
donc I’équation

Dy=f(x) pour f(x) e C{x}.
Elle s’écrit:

(*) 2x°(x—1)°p(y—D(y—x)y" —x*(x— Dy (y— Dy —x)+y(y—x)+y(y—1)]
+2xy(x — ) y(y— DI(x — D(y —x) +x(y — %) + x(x — 1)]
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—2[ay*(y— 1D (y—x)*+ px(y — D*(y —x)* +7(x — D y(y —x)*
+ox(x—1Dy*(y—1y7]
=2f(x)x*(x —1)"»(y— )y —=x).
On se propose de voir si x=0 est une singularité réguliere. Pour cela posons y=y,
+z,y, € C, z(0)=0, 0z=x(dz/dx) et x°z” =6z—0z, on obtient ainsi
2(x =1 (Yo 4+ 2 (Yo +z—D(yo+2z —x)(0°2 —02) — (02)*(x — 1)
X[(yo+z—D(o+2—X) + (3 +2) Yo+ 2—%) + (P +2) (¥ +2—1)]
+20z(x — D)(yo+2) (Yo +2z—DIx — Dy +2—X) +x(¥,+2—X) +x(x — )]
—2[a(yo+2 ' o+ z— D (Yo +z—X)+ px(yo+2— D'(Vo+2—x)°
+ 70— Do +2)" (o +2z —2x)* +8x(x — 1)1y +2) (¥, +2z—1)°]
=2f(x)x*(x— Dy +2) (o +2— D(yo+z—X).

Les valeurs acceptables pour y, sont données par
—2yila(y,—1)*—T11=0.

Donc y,=0 ou bien y, est donné par a(y,—1)*=7.
1°) cas. y, vérifie a(y,— 1)*=7, y,#0

Cy(DYX) =2p5(yo— DIX (1 —2ayp) — (¥,— DI+ ay;— 41}
Cp(D)(X) =2y5(y,—1).
11 en résulte que I’équation (*) admet dans le cas générique une solution holomorphe

et une seule ¢(x) vérifiant

— ’ _(yo_l)[ﬁ+ayg_5]
o0=0,  go)= o=t a=d],

2°) cas. y,=0, dans ce cas
CD)X) =X[—1—2(8—5)|+4BX—28
Cp(D)Y(X)=2X(X—-D).

Si Cy(D)(1)= — 14280, et C,(D)(0)= —2p=0 alors a chacune des racines X, X, de
C,(D)(X) =0 est associé une solution holomorphe ¢, et ¢, tels que:

901(0) =0, SD{(O) =X; (/72(0) =0, SDQ(O) =X,.

3°) cas. Les divers cas particuliers non envisagés ci-dessus et dont I’étude est
laissée au lecteur.

Conclusion. L’equation VI de P. Painlevé est a singularité réguliere aux points
0,1, oco.
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On peut également vérifier que les équations III et V de P. Painlevé ont une
singularité réguliere on 0. Le théoréme 2 ne permet pas de conclure a la nature de
la singularité oo pour les équations I, II, III, IV et V de P. Painlevé, mais vu la
maniere dont se déduisent les équations V, IV, III, IT et I de ’équation VI par con-
fluence, il y a tout lieu de penser que I'infini est une singularité irréguliere pour ces
équations.

Remarque. L’équation VI est équivalente au systéme [6]:

, 1

=——|y(y—D@y—x)z+0,(y—D(y—x)+06,y(y—x) + 0,4+ Dy(y—1)]
x(x—1)

y

z’:__l-[(iyz—(er y+ lx)zz+(2(¢90—|—61—l—t9w—{— Dy—(x+14,
x(x—1) L\ 2 2

—xal—ex—1)z+—;—((00+al+ox+1>2—ezo)]

ou les constantes 4,, 6,, 0., 6., sont données par

1 1 1 1 1
g p g g 5114
*=3 p=—=0 2 2 2

Sous cette forme on voit immédiatement en utilisant le théoréme 2.3 page 252 de [7]
que Péquation VI est & singularité réguliere aux points 0, 1 et co. Des remarques
analogues sont valables pour les équations III et V au voisinage de I’origine de C.
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