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Remarque sur un Cas Particulier de la

Methode de Runge et Kutta

Par Tadeusz WA?EWSKI

(Universite de Krako w)

Soit $y=¥iota/(x)$ la solution issue du point $x=0$ , $y=0$ de l’equation
$y^{¥prime}=f(¥alpha¥cdot,, y)$ .

Dans certains problemes importants pour la pratique il s’agit d’approcher $¥iota¥iota(x)$

par une fonction $z_{i}(x)$ d’une telle $¥mathrm{f}¥mathrm{a}¥mathrm{c}¥Rightarrow ¥mathrm{o}¥mathrm{n}$ que l’on ait (cf. les notations des §§1
et 2)

$(0. 1_{¥mathrm{i}})$ $¥iota/(x)=z_{i}(x)+o(x^{i})$

ou $i¥geq 2$ est un nombre entier.
Les formules bien connues de Runge et Kutta fournissent trois fonctions

particulierement simples d’une telle sorte

(0. 2) $z_{2}(x)$ , $z_{3}(x)$ , $z_{4}(x)$ .

Afin d’etablir la relation $(0. 1_{¥mathrm{i}})$ pour $z_{i}(x)$ du type de Runge et Kutta on est
oblige d’admettre que $f(x, y)$ soit de classe $¥mathrm{C}^{i}$ (cf. notation du §1). Dans le
procede $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ (de Runge et Kutta) pour demontrer $(0. 1_{¥mathrm{i}})$ on prouve que pour
les derivees d’ordre $j$ on a

$(0. 3_{¥mathrm{j}})$ $¥iota¥iota^{(j)}(0)=z^{(j)}(0)$ , $(j=0,1, ¥cdots, i)$ .

Les approximations $z_{i}(x)$ du type $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ sont de classe $¥mathrm{C}^{i}$ lorsque $f(x, y)$ est de
classe $¥mathrm{C}^{¥mathrm{i}}$ .

Cette voie de demonstration, si simple qu’elle soit, est $¥mathrm{a}¥mathrm{g}¥mathrm{a}¥zeta ¥mathrm{a}¥mathrm{n}¥mathrm{t}¥mathrm{e}$ par le grand

nombre de calculs a faire.
En cherchant d’obtenir des formules analogues a celles de $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ mais plus

faciles a demontrer $¥mathrm{j}’ ¥mathrm{a}¥mathrm{i}$ construit dans la note[1] une autre methode d’appro-
cher $¥iota¥iota(x)$ par les fonctions $z_{i}(x)$ satisfaisant a $(0. 1_{¥mathrm{i}})$ . Cette methode corres-

pond au Theoreme $¥mathrm{B}$ insere plus $¥mathrm{b}¥mathrm{a}¥mathrm{s}$ . Dans cette methode, appelons-la methode
$¥mathrm{B}$ , on admet relativement a $f(x, ?j)$ une hypothese essentiellement plus faible
qu’au cas $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ (continuite en $x$ et $y$ et la condition de Lipschitz relativement
a $y$ ). On admet cependant accessoirement que $u(x)$ soit de la classe $¥mathrm{C}^{¥mathrm{i}}$ . Au
cas de la methode $¥mathrm{B}$ la demonstration que les fonctions $z_{i}$ qu’elle fournit satis-
font a $(0. 1_{¥mathrm{i}})$ est presque immediate. La methode $¥mathrm{B}$ marche pour tous les $i¥geq 2$

et ne s’arrete pas au cas de $i=4$ comme la methode $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ . Le procede $¥mathrm{B}$ s’ap-
plique aussi au cas ou $y$ et $f(x, y)$ varient dans l’espace de Banach (cf. [1]).
Il convient d’observer qu’aux cas $i=3$ et $i=4$ le procede $¥mathrm{B}$ est moins economique
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que la methode $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ .

Au cas particulier de $i=2$ les deux procedes $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ et $¥mathrm{B}$ co.incident. Il peut
arriver que les fonctions continues $¥sim¥nearrow¥sim i$ fournies par le procede $¥mathrm{B}$ peuvent ne pas
posseder la premiere derivee en aucun point $x¥neq 0$ . C’est en particulier possible
au cas de $i=2$ (cf. Exemple 1).

§1. Notations et remarques preliniinaires. $R^{p}$ designe l’espace eucli-
dien a $p$ dimensions, $R=R^{1}$ .

Par $C^{r¥iota}(E)$ sera designee la classe des fonctions reelles (d’une ou de plusi-
eurs variables reelles) dont les derivees partielles (ou ordinaires) d’ordre $ r¥iota$ sont

continues dans 1’ensemble E. $C^{0}(E)$ designe la classe des fonctions continues
dans $E$ .

Un voisinage (suffisamment petit) de $x=0$ sera designe par $J$ et celui de
l’origine des coordonees $¥alpha¥cdot,=0$ , $y=0$ par $V$.

Les fonctions reelles $h(x)$ , $u(x)$ , $z(x)$ seront envisagees dans $J$ et la fonction
reelle $f(x, y)$ dans $V$.

§ 2. Soit un entier $r¥iota¥geq 0$ . Nous posons par definition

(2. 1) $fx(x^{¥mathrm{A}})=o(x^{n})¥Leftrightarrow.¥lim_{x=0}h(x)/x^{ll}=0$

(2. 2) $¥iota¥iota(x)=z(x)+o(x^{¥iota}’)¥Leftrightarrow u(¥mathrm{f}¥mathrm{i}i)-z(x)=o(x^{n})$ .

Envisageons les relations
(2. 3) $u¥in C^{2}(J)$

(2. 4) $z¥in C^{2}(J)$

(2. 5) $u(x)=z(x)+o(x^{2})$

(2. 6) $¥iota/(0)=z(0)$ , $u^{(l)}(0),$ $=z^{(i)}(0)$ , $(i=1,2)$

(2. 7) $¥iota/(0)=z(0)$ , $u^{¥prime}(0)=z^{¥prime}(0)$ , $z^{¥prime}(x.)$ n’existe pas pour $x¥neq 0$ .

Si (2. 2) a lieu nous dirons que $z$ est une $¥mathrm{o}(¥mathrm{x}^{¥mathrm{i}1})$ -approximation de $u$ , ou
bien que $z$ approche $u$ a $o(x^{1}n)$ pres. On a l’evidente

Proposition 1. Si (2. 3) et (2. 4) ont lieu les relations (2. 5) et (2. 6) sont

equivalentes.
Definition 1. Si (2. 3), (2. 4) et (2. 6) ont lieu la fonction $z(x)$ verifiant

(2. 5) sera dite $¥mathrm{o}(¥mathrm{x}^{2})$ -approximation reguliere de $u(x)$ . Si (2. 5) et (2. 7) ont

lieu la fonction $z(x)$ sera dite $¥mathrm{o}(¥mathrm{x}^{2})$ -approximation irreguliere de $u(x)$ .

§ 3. Considerons l’equation differentielle

(3. 1) $y^{¥prime}=f(x, y)$ .

Introduisons les trois hypotheses suivantes, independantes entre elles (cf. les
notations du §1).

Hypothese H. $f¥in C^{2}(V)$
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Hypothese K. $f¥in C^{0}(V)$ , $|f(i1’., y)$ $-f(x, z)|¥leq N|y-z|$ dans $V$, ( $N$ est
constante).

Hypothese W. $y=u(x)$ est une solution issue de l’origine de l’equation
(3. 1), c’est-a-dire

(3. 2) $¥iota/(0)=0$ , $u^{¥prime}(x)¥equiv f(x, ¥iota/(x))$ dans $J$ .

§ 4. Formule RK (de Runge et Kutta). Pour $c$ , $p$ , $q$ tels que $c¥neq 0$ , $p+$

$q=1$ , $cp=1/2$ nous introduisons la fonction $z(x)$ par la suivante formule
(4. 1) $z(x)=x(pf(0,0)+qf(cx, cxf(0,0)))$ .

Theoreme $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ (de Runge et Kutta). $Da¥tau zs$ les Hypotfι eses $W$ et $H$ la
fonction $z(x)$ possede les $prop¥prime^{¥wedge}i¥text{{¥it ¥’{e}}} t¥text{{¥it ¥’{e}}} s$ $(2. 4)$ et (2. 5), c’est-a-dire $z(x)$ est une
$ o(x^{o}.)-approximatior¥iota$ regιι fiere de $fa$ solution $¥iota/(x)$ de $i$

’ equation (3. 1) (cf. $fa$

Definition 1).
Theoreme E. $Ad¥ell nettons$ $fes$ Hypotheses $W$ et $K$ et supposons accessoire-

ment que
(4. 2) $¥iota/(x)¥subset-C^{2}(J)$ .

Ceci etant $admis$

I) $z(x)$ est une $o(x^{¥mathit{2}})$ -approximation de $fa$ solution $¥iota/(x)$ de $f$
’ equation (3. 1).

$¥mathrm{I}¥mathrm{I})$ If peut arriver que cette approximation est irreguliere (cf. $fa$ Defirι ition 1).
Demonstration. Le Theoreme $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ constitue un cas particulier du theoreme

bien connu de Runge et Kutta. Il reste a prouver le Theoreme B. Il est facile
a verifier que le Theoreme $¥mathrm{B}$ constitue un cas particulier du Theoreme 2 de la
note [1]. De l’Exemple 1 qui suit resulte la partie $¥mathrm{I}¥mathrm{I}$ du Theoreme B.

§ 5. Exemple 1. Soit $g(x)$ une fonction telle que:
$1^{¥mathrm{o}})$ $g(x)$ est continue et bornee dans $R$ et la derivee $g^{¥prime}(x)$ n’existe nulle part

(on doit a Weierstrass la construction d’une telle fonction). Soit $G(x)$ la fonc-
tion primitive de $g(x)$ , telle que

$G(0)=0$, $G^{¥prime}(x)¥equiv g(x)$ .
Introduisons l’equation differentielle ordinaire dont la solution generale a la for-
me

$y=x^{3}+ke^{G(x)}$ ,

ou $ f¥epsilon$ est une constante arbitraire. Cette equation differentielle est lineaire et
a la forme

(5. 1) $y^{¥prime}=f(x, y)=3x^{2}+(lJ^{-X^{3}})g(x)$ .
Pour les points $(x, y)$ qui ne sont pas situes sur la courbe $y=x^{3}$ la derivee par-

tielle $¥partial f/¥partial x¥mathrm{n}$ ’existe pas. Il s’ensuit que les derivees $¥partial^{2}f/¥partial x^{2}$ et $¥partial^{2}f/¥partial x¥partial y$ n’e-
xistent nulle part. L’Hypothese $¥mathrm{H}$ constituant une de premisses du Theoreme
$¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ n’a donc pas lieu. Il s’ensuit que pour prouver la relation (2. 5) on ne
peut pas appliquer le theoreme classique $¥mathrm{R}¥mathrm{K}$ de Runge et Kutta. Nous mon-
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trerons que la relation (2. 5) peut etre etablie au moyen du Theoreme B. Il suf-
fit, en effet, de remarquer $¥mathrm{q}_{-}$

$¥mathrm{u}¥mathrm{e}$ la fonction $f(x, y)$ intervenant dans (5. 1) satisfait
a l’Hypothese $¥mathrm{K}$ et la solution issue de l’origine de (5. 1) a la forme $y=x^{3}$ .

Cette solution est donc de classe $C^{¥infty}$ et, a plus forte raison, de classe $C^{2}$ .

Posons dans la formule (4. 1) $c=1$ , $p=q=1/2$ . Comme $f(0,0)=0$ cette for-
mule prendra la forme $z(x)=xf(x, 0)/2$ , c’est-a-dire

$z(x)=x(3x^{2}-x^{3}g(x))/2=x^{¥mathrm{S}}(3-xg(x))/2$.
Comme $g^{¥prime}(x.)$ n’existe nulle part donc la derivee $z^{¥prime}(x)$ n’existe pas pour $x¥neq 0$ .

Par cet exemple se trouve etablie la partie $¥mathrm{I}¥mathrm{I}$ du Theoreme $¥mathrm{B}$ , ce qui restait
a demontrer.
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