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Existence des Solutions Asymptotiques d’un
Systéme d’Equations Différentielles

Par Tadja Pevovitcu

(Université de Belgrade)

Soit donflé un systéme d’équations de la forme

d%i
M dt

ol a;(¢) sont des fonctions réelles et intégrables pour la variable réelle =4,

:ai(t>+Fi<t’ e, %2, -, em">: (i:l, 21 Tty 71):

F;(t, %1, €%2, .-+, %) des fonctions continues et bornées dans le domaine D(z,

2y, -+, %, et pour la variable réelle ¢ =¢,.
Posons
de; yi
2 Bi= g 7 __ gt
@ L

le systéme (1) devient

dy; : :
@ = OV U FiCt, U, Vo) )
ou sous la forme
dy;
@ = ai U Ot Y, Yo Un)
avec ‘
(5) @i<t10,0,'“» 0)=07

Supposons que les fonctions @;(t, ¥y, ¥s, -+, ¥»)? dans le domaine Dy(¥1, Y2, =, Yn)
correspondant au domaine D(y, %5, -+, &,) et pour la variable réelle z=¢, satis-

-

ot A(2) est une fonction positive et intégrable pour la variable réelle £ =t¢,.

font aux conditions de Lipschitz

(6) l@z(t, Ylv Y2a ) Yn)—ﬁi(t: Y, Yoy o0y yn)l g/{(t)<21

1=

Z, . 2 . . 2
Ecrivons les équations (4) sous la forme des équations intégrales

f i ai(tydt P f i ai(tdt A
L y,=e ° [c,-+/te ° ¢i(t1y1,y2,~--,yn)dt:|
[1]

et appliquons la méthode des approximations successives de Picard.

Nous allons distinguer plusieurs cas:

1) Le domaine D(x, %5, ---, %,) Se peut augmenter infiniment.
2) Les fonctions @y (¢, ¥y, ¥s, -+, Yn) sont continues et bornées dans le domaine Dj(y;,
Yz,'+, Yn) €t pOUr t=1. '
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1° Supposons que ’on ait

: f b ioar
) lime’ % =k;¥%0, 00, (k;=constantes)
t—ro0
o = / d a (t)dt
) lim [ e 7% A()dt=0
I—>cod ¢

et écrivons les équations (4) sous la forme des équations intégrales

f a;(Hdt oo —f a;()dt
(10) yime [ f 0:t, ¥s, v, ---,y,,>dt],

ol [; sont des constantes données.

Si I'on applique la méthode des approximations successives au systéme (10),
on obtient

,ai(f)dt oo - tdz(t)dt
m 0 Zo /to m—1 m -1 m—1
an  yl'=y;—e e Oilts 4 9wy

avec, d’aprés (8) et (9)

t
L a;($)dt
(12) y§?=—k’—e/ A P HE S
7 =00

11 est facile & voir que 'on a

t t
a;()dt poo — a;(t)dt
(13) y;"—y?z"1=—e/”° f e [ [0, 97y e Y

—0;(t, ¥ Yy e R |de
Pour m=1 les équations (11), d’aprés (5) et (6), donnent

¢ ¢
) 0 /t a;(1)dt poo —/t a;(¢)dt
y,~~yi]§e ° / e " l(t)[
t

i e
ou, d’aprés (8), (9) et (12),

0 f; a; (1At poo —-]; a;(B)dt .
i ilénMe ’ f e A@)dt=nMe;(t)
. ¢

14)
=nMe(@)=<nMe
avec
e;(¢) <e(t) pour &=t
(15) e=maxe(?), e()—0 pour z—co.
1=t

Pour m=2 les équations (13), d’aprés (6) et (14), donnent
ly2—y' | S n?Mee(t) < M(ne)

1) On a, d’aprés (5) et (6),

1@y (9%, 58, -, 40) | = 1Dy (£, 90, 4%, -+, 48) = By(2, 0,0, -, 0) tgxa)[i |y‘;@.

i=1
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En continuant ainsi de suite, on aura

6 ey S M@em.
Si ’on a, d’aprés (15),
a7n : ne<l

les séries
-1
=y}+ Z( —y7)
convergent uniformément pour #=¢, et représentent les solutions des équations

(4) satisfaisant aux relations
hm y;=limy,=;

—>c0 o0
d’ott ’on a, d’aprés (2)
18 lim #;= lim log yl— hm log y,°=log [;
{=>oo t~>o0

Théoréme A Les équations (1) admettent, sous les condz'tions (6), (8), (9
et (17), les solutions asymptotiques pour t=t, avec les propriétés (18).
Si les fonctzons F;(2, 91, Yo, -+, Yu) Ssatisfont encore aux conditions

hmF (&, Y1, V2o -, Yn) =0,

les équations (1) admettent encore, d’aprés (2) et (3), les propriétés

= lim ——1 ¢
t—>o0 d {0 Y; t—l>Iorcl> al<>
2° Supposons que 'on ait
t ‘
a;(t)dt
(19) lim ef w00, 1m0 a0
, t—>oo t—>o0 a; (L)

et écrivons les équations (7) sous la forme

f aitydt pp - f at(t)dt . 1
f t wm m— )dt
Lo

_y +€ yl :yz ,'",?/”
avec
t' .
a;(t)dt
y?:cle/to . limy’=0, ly3|§M,

t~>oo
on aura, d’aprés (6),

: a‘b(t)dt t =, a)dt n
(y?z_yvn 1 to / f A<t>[z:1]y?z—1_yzn—2i:idt.
7=

En opérant comme dans le cas précédent, on obtient
’y’.”— y;"_ll SMame” le(t) T M(ne)™

z

avec

: a;(tdt p¢ —/ a;(¢)dt ;
ei(t)=e *° f e /1t A@®)dt, lime;() <lime(2)=0.
to t->oo t—oo )
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Alors les équations (4) admettent les solutions asymptotiques satisfaisant aux
relations '

lim y;=1lim y;°=0

t—>oo {—>oo
d’ott 'on a, d’aprés (2),
(20) lim #,=1lim log y;=lim log y,°= — o,
A=) 1= {—roo

Théoréme B Les équations (1) admettent, sous les conditions (6), (17) et
(19), les solutions asymptotiques pour t =ty avec les propriétés (20). Ces solu-
tions dépendent de n paramétres arbitraires (constantes d’intégration).

3° Supposons que l'on ait

t
a;(t)dt
(21) lim e/ to =+ oo, 1im-@=
oo I—=roo az<t>

0, a,(t) #0

et écrivons les équations (4) sous la forme des équations intégrales

¢ ¢
/t a;()dt poo —/ a;(t)dt
—e” 0 / e 710
¢

Y;= @i(t, yl!y2)~.'.’ ?/n)dt-

En procédant ainsi qu’au cas du numéro 1° on obtient un systéme des solu-
tions asymptotiques des (4) satisfaisant aux relations

lim y;=0,
{—roo
d’ou 'on a, d’aprés (2),
(22) ’ lim 2;=lim log y;= —oo.
=00 I—>oo

Théoréme C Les équations (1) admettent sous les conditions (6), (17) et
(21), les solutions asymptotiques pour t =t, avec les propriétés (22).
4° Soient a;(t)=0, (z=1,2,:--,n), les équations (10) deviennent

yi:li—/; mz’(t: Y1, Y2+ yn)dt

et les conditions (9) se raménent a la condition
lim A@)dt=0
i—>ood ¢t

avec
e:() =e(t) = ft “A@dt.

5 Si Pon a a;(&)=a; (i=1,2,'--,n) ol @; sont des constantes mnégatives,
on obtient le deuxiéme cas.

6° Sil'on a q;(¢)=a; (:=1,2,---,n) ol &; sont des constantes positives, on
aura le troisiéme cas.

7° Si les coefficients q;(¢) (:=1,2, -, n) satisfont aux conditions lim a;(¢) =
ad;, alors les équations (4) se peuvent écrire sous la forme
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dy; . _
—%—:aiyﬁ-[ai(t>—ai‘]yi+@i(t, Yio Yz 0 Yn)

ou
%yt—i=diyi+9”’z~(t, Yis Y2 Y)
et les équations (7) deviennent
@23 y;=Ceailt=to) et ft te"“f”lf,-(t, Yu Yo, 0 Yt
0

Le procédé de recherche des solutions asymptotiques des équations (23) se
raméne 4 un des cas du numéro 2 ou 3 ou 4.

Dans cette étude des solutions asymptotiques du systéme (1) nous supposions
que tous les coefficients a;(#) satisfaisaient a la méme condition. Mais on peut
arriver, c’est qui est le plus souvent, que les coefficients a;(¢) du systéme (1)
satisfont aux conditions différentes qui sont données dans les cas précédents.

Ce sera plus tard 1’objet d’une autre étude.

(Ricevita la 21-an de februaro, 1966)



