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Existence des Solutions Asymptotiques d’un
Systeme d’Equations Differentielles

Par Tadja PEYOVITCH

(Universite de Belgrade)

Soit donne un systeme d’equations de la forme

(1) $¥frac{dx_{i}}{dt}=a_{i}(t)+F_{i}(t, e^{x_{1}}., e^{x_{2^{ }}},¥cdots, e^{x_{¥mathrm{z}¥iota}}.)$ , $(i=1,2, ¥cdots, n)$ ,

ou $a_{i}(t)$ sont des fonctions reelles et integrables pour la variable reelle $t¥geqq t_{0}$ ,
$F_{i}(t, e^{x_{1}}, e^{x_{2^{ }}},¥cdots, e^{x_{n}}.)$ des fonctions continues et bornees dans le domaine $D(x_{1}$ ,

$x_{2}$ , $¥cdots$ , $x_{n})^{1)}$ et pour la variable reelle $t$ $¥geqq t_{0}$ .
Posons

(2) $e^{x_{i}}=y_{i}$ , $¥frac{dx_{i}}{dt}=¥frac{y_{i^{¥prime}}}{y_{i}}$,

le systeme (1) devient

(3) $¥frac{dy_{i}}{dt}=a_{i}(t)y_{i}+y_{i}F_{i}(t, y_{1}, y_{2^{ }},¥cdots, y_{n})$

ou sous la forme

(4) $¥frac{dlf_{i}}{dt}=a_{i}(t)y_{i}+¥Phi_{i}(t, y_{1}, y_{2^{ }},¥cdots, y_{n})$

avec
(5) $¥Phi_{i}(t, 0,0, ¥cdots, 0)=0$,

Supposons que les fonctions $¥Phi_{i}(t, y_{1}, y_{2^{ }},¥cdots, ¥mathrm{y}_{¥mathrm{n}})^{2)}$ dans le domaine $D_{1}(y_{1}, y_{2^{ }},¥cdots, y_{n})$

correspondant au domaine $D(x_{1}, x_{2^{ }},¥cdots, x_{n})$ et pour la variable reelle $t¥geqq t_{0}$ satis-
font aux conditions de Lipschitz

(6) $|¥Phi_{i}(t, Y_{1}, Y_{2^{ }},¥cdots, Y_{n})-¥Phi_{i}(t, y_{1}, y_{2^{ }},¥cdots, y_{n})|¥leqq¥lambda(t)(¥sum_{i=1}^{n}|Y_{i}-y_{i}|)$ ,

ou $¥lambda(t)$ est une fonction positive et integrable pour la variable reelle $t¥geqq t_{0}$ .
Ecrivons les equations (4) sous la forme des equations integrales

(7)
$y_{¥iota}=e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt[c_{i}+¥int_{t_{0}}^{t}e-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt¥Phi_{i}(t_{1}y_{1}, y_{2,¥prime}¥ldots y_{n})dt]$

et appliquons la methode des approximations successives de Picard.
Nous allons distinguer plusieurs cas:

1) Le domaine $D(x_{1}, x_{2^{ }},¥cdots, x_{n})$ se peut augmenter infiniment.
2) Les fonctions $¥Phi_{t}(t,y_{1},y_{2^{ }},¥cdots, y_{n})$ sont continues et bornees dans le domaine $D_{1}(y_{1}$ ,
$y_{2},¥cdots,y_{n})$ et pour $t¥geqq t_{0}$ .
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1o Supposons que l’on ait

(8)
$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt=k_{i}¥neq 0$

, $¥infty$ , ( $k_{i}=$ constantes)

(9) $¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥int_{t}^{¥infty-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt}e¥lambda(t)dt=0$

et ecrivons les equations (4) sous la forme des equations integrales

(10) $y_{i}=e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt[_{i}¥frac{f}{k}i-¥int_{t}^{¥infty}e-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt¥Phi_{¥dot{¥iota}}(t, y_{¥mathrm{I}}, y_{2^{ }},¥cdots, y_{n})dt]-$

,

ou $f_{i}$ sont des constantes donnees.
Si l’on applique la methode des approximations successives au systeme $(10)_{¥backslash }$

on obtient

(11)
$y_{i}^{m}=y_{i}^{0}-e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt¥int_{t}^{¥infty}e¥Phi_{i}(t, y_{1}^{¥prime r¥mathrm{z}-1}, y_{2}^{JJl-1}, ¥cdots, y_{n}^{m-1})dt$

avec, d’apres (8) et (9)

(12) $y_{i}^{0}=¥frac{i_{i}}{k_{i}}e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt$

$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}y_{i}^{0}=f_{i}$ , $|y_{i}^{0}|¥leqq M$,

Il est facile a voir que l’on a

(13)
$y_{i}^{m}-y_{i}^{m-1}=-e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt¥int_{t}^{¥infty}e[¥Phi_{i}(t, y_{1}^{m-1}, y_{2}^{m-1}, ¥cdots, y_{¥mathrm{z}}^{¥prime Jl-1},)$

$-¥Phi_{i}(t, y_{1}^{m-2}, y_{2}^{m-2}, ¥cdots, y_{ll}^{m-2})]dt$

Pour $m=1$ les equations (11), d’apres (5) et (6), donnent

$|y_{i}^{1}-y_{i}^{0}|¥leqq e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt¥int_{t}^{¥infty}e¥lambda(t)[¥sum_{i=1}^{Jl}|y_{i}^{0}|]dt^{1)}$

ou, d’apres (8), (9) et (12),

(14) $|y_{i}^{1}-y_{i}^{0}|¥leqq n$Me $¥int_{t}^{t}0¥int_{t}^{¥infty}e¥lambda(t)dt=nM¥epsilon_{¥dot{¥ell}}(t)a_{i}(t)dt-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt$

$¥leqq nM¥epsilon(t)¥leqq nM¥epsilon$

avec
$¥mathrm{e}_{i}(t)¥leqq¥epsilon(t)$ pour $t¥geqq t_{0}$ ,

(15) $¥epsilon=¥max_{t¥geqq t_{0}}¥epsilon(t)$ , $¥epsilon(t)¥rightarrow 0$ pour $ t¥rightarrow¥infty$ .

Pour $m=2$ les equations (13), d’apres (6) et (14), donnent
$|y_{i^{2}}-y_{i^{1}}|¥leqq n^{2}M¥epsilon¥epsilon(t)¥leqq M(n¥epsilon)^{2}$ .

1) On $¥mathrm{a}$ , d’apres (5) et (6),

$|¥Phi_{i}(t, y_{1}^{0}, y_{2}^{0_{ }},¥cdots, y_{n}^{0})|=|¥Phi_{t}(t, y_{1}^{0}, y_{2}^{0_{ }},¥cdots, y_{n}^{0})-¥Phi_{i}(t, 0,0, ¥cdots, 0)$ $|¥leqq¥lambda(t)[¥sum_{i=1}^{n}|y_{t}^{0}|]$ .
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En continuant ainsi de suite, on aura
(16) $|y_{i}^{m}-y_{i}^{m-¥perp}|¥leqq M(n¥epsilon)^{m}$ .

Si l’on $¥mathrm{a}$ , d’apres (15),

(17) $n¥epsilon<1$

les series
$y_{i}=y_{i}^{0}+¥sum_{i=1}^{¥infty}(y_{i}^{m}-y_{i}^{m-1})$

convergent uniformement pour $t¥geqq t_{0}$ et representent les solutions des equations
(4) satisfaisant aux relations

$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}y_{i}=¥lim_{t¥neg¥infty}y_{i^{0}}=f_{i}$

d’ou l’on $¥mathrm{a}$ , d’apres (2)
(18) $¥lim_{t¥rightarrow¥infty}x_{i}=¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥log y_{i}=¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥log y_{i^{0}}=¥log l_{i}$

Theoreme A Les equations (1) $admette?it$ , sous les conditions (6), (8), (9).
et (17), les solutions asymptotiques pour $t¥geqq t_{0}$ avec $fes$ proprietes (18).

Si les fonctions $F_{i}(t, y_{1}, y_{2^{ }},¥cdots, y_{¥iota},)$ satisfont encore aux conditions
$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}F_{i}(t, y_{1}, y_{2^{ }},¥cdots, y_{¥mathrm{z}¥iota})=0$ ,

Les equations (1) $ad$ mettent encore, d’apres (2) et (3), les proprietes

$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥frac{dx_{i}}{dt}=¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥frac{y_{i^{¥prime}}}{y_{i}}=¥lim_{t¥rightarrow¥infty}a_{i}(t)$

2o Supposons que l’on ait

(19)
$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt=0$

, $¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥frac{¥lambda(t)}{a_{i}(t)}=0$, $a_{i}(t)¥neq 0$

et ecrivons les equations (7) sous la forme

$y_{i}^{rn}=y_{i}^{0}+e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dte-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt¥int_{t_{0}}^{t}¥Phi_{i}(t, y_{1}^{m-1}, y_{2}^{rn-1}, ¥cdots, y_{¥iota}^{¥prime n-1},)dt$

avec

$y_{i}^{0}=C_{i}e¥mathit{1}_{t_{0}^{a_{i}(t)dt}}^{t}$

$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}y_{i}^{0}=0$ , $|y_{i}^{0}|¥leqq WI$,

on aura, d’apres (6),

$|^{¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt}?f_{i}^{m}-y_{i}^{p¥eta-1}|¥leqq e¥int_{t_{0}}^{t}e¥lambda(t)[¥sum_{¥iota=1}^{n}|y_{i}^{m-1}-y_{i}^{¥mathit{7}il-2}|]dt$ .

En operant comme dans le cas precedent, on obtient
$|y_{i}^{m}-y_{i}^{m-1}|¥leqq Mn^{m}¥epsilon^{m-1}¥epsilon(t)¥leqq M(n¥epsilon)^{rr¥iota}$

avec

$¥epsilon_{i}(t)=e[_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dtt-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt¥int_{t_{0}}e¥lambda(t)dt,$

$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥epsilon_{i}(t)¥leqq¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥epsilon(t)=0$ .
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Alors les equations (4) admettent les $¥mathrm{s}¥mathrm{o}¥mathrm{l}¥mathrm{u}¥mathrm{t}¥mathrm{i}¥mathrm{o}¥mathrm{n}¥dot{¥mathrm{s}}$ asymptotiques satisfaisant aux
relations

$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}y_{i}=¥lim_{t¥rightarrow¥infty}y_{i^{0}}=0$

d’ou l’on $¥mathrm{a}$ , d’apres (2),

(20) $¥lim_{t¥rightarrow¥infty}x_{i}=¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥log y_{i}=¥lim_{t=¥infty}¥log y_{i^{0}}=-¥infty$ .

Theoreme $¥mathrm{B}$ Les equatio;ι s (1) admettent, sous les conditions (6), (17) et

(19), $fes$ solutions $asyrnptotiq¥iota/es$ pour $t¥geqq t_{0}$ avec $fes$ proprietes (20). Ces sofu-
tions dependent de $n$ parametres arbitraires {constantes d’integration).

3o Supposons que l’on ait

(21)
$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt=+¥infty$

, $¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥frac{¥lambda(t)}{a_{i}(t)}=0$, $a_{i}(t)¥neq 0$

et ecrivons les equations (4) sous la forme des equations integrales

$y_{i}=-e¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt-¥int_{t_{0}}^{t}a_{i}(t)dt¥int_{t}^{¥infty}e¥Phi_{i}(t, y_{1}, y_{2^{ }},¥cdots, y_{n})dt$.

En procedant ainsi qu’au cas du numero $1^{¥mathrm{o}}$ , on obtient un systeme des solu-
tions asymptotiques des (4) satisfaisant aux relations

$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}y_{i}=0$ ,

d’ou l’on $¥mathrm{a}$ , d’apres (2),

(22) $¥lim_{t¥rightarrow¥infty}x_{i}=¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥log y_{i}=-¥infty$ .

Theoreme $¥mathrm{C}$ Les equations (1) admettent sous les conditions (6), (17) et

(2), les solutions asymptotiques pour $t¥geqq t_{0}$ avec $fes$ proprietes (22).
4o Soient $a_{i}(t)=0$ , $(i=1,2, ¥cdots, n)$ , les equations (10) deviennent

$y_{i}=f_{i}-¥int_{t}^{¥infty}¥Phi_{i}(t, y_{1}, y_{2^{ }},¥cdots, y_{n})dt$

et les conditions (9) se’ ramenent a la condition

$¥lim_{t¥rightarrow¥infty}¥int_{t}^{¥infty}¥lambda(t)dt=0$

avec

$¥epsilon_{i}(t)=¥epsilon(t)=¥int_{t}^{¥infty}¥lambda(t)dt$ .

5o Si l’on a $a_{i}(t)=¥overline{a}_{i}(i=1,2, ¥cdots, n)$ ou $¥overline{a}_{i}$ sont des constantes negatives,
on obtient le deuxieme cas.

6o Si l’on a $a_{i}(t)=¥overline{a}_{i}(i=1,2, ¥cdots, n)$ ou $¥overline{a}_{i}$ sont des constantes positives, on
aura le troisieme cas.

7o Si les coefficients $a_{i}(t)(i=1,2, ¥cdots, n)$ satisfont aux conditions $¥lim a_{i}(t)=$

$¥overline{a}_{i}$ , alors les equations (4) se peuvent ecrire sous la forme
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$¥frac{dy_{i}}{dt}=¥overline{a}iyi+[ai(t)-¥overline{a}i]yi+¥Phi i(t, yl’ y¥mathit{2}, ¥cdots, y_{n})$

ou

$¥frac{dy_{i}}{dt}=¥overline{a}_{i}y_{i}+¥Psi_{i}(t, y_{¥rfloor}, ?f¥underline{¥mathrm{o}}^{ },¥cdots, y_{l},)$

et les equations (7) deviennent

(23) $y_{¥dot{¥iota}}=C_{i}e¥overline{¥Omega}i(t-t_{0})+e^{¥overline{a}}it¥int_{t_{0}}^{t}e^{-¥overline{a}_{i}t}¥Psi_{i}(t, ?f_{1}, y_{¥underline{¥eta}^{ }},¥cdots, y_{C},)dt$.

Le procede de recherche des solutions asymptotiques des equations (23) se
ramene a un des cas du numero 2 ou 3 ou 4.

Dans cette etude des solutions asymptotiques du systeme (1) nous supposions
que tous les coefficients $a_{i}(t)$ satisfaisaient a la meme condition. Mais on peut

arriver, c’est qui est le plus souvent, que les coefficients $a_{i}(t)$ du systeme (1)
satisfont aux conditions differentes qui sont donnees dans les cas precedents.

Ce sera plus tard l’objet d’une autre etude.

(Ricevita la 21-an de februaro, 1966)


