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Sur l’integrale de Riemann-Stieltjes

Par Tokui SAT?

(Universite de K?be)

1. Dans la definition de l’integrale de Riemann, la fonction $¥sigma(x)¥equiv x$ joue
implicitement un role essentiel. Il est bien connu que T. J. $¥mathrm{S}¥mathrm{t}¥mathrm{i}¥mathrm{e}1¥mathrm{t}¥mathrm{j}¥mathrm{e}¥mathrm{s}^{1)}$ a reconnu
ce fait pour la premiere fois. Depuis lors beaucoup de mathematiciens ont
recherche l’integrale de Stieltjes, parmi $¥mathrm{e}¥mathrm{u}¥mathrm{x}$ , H. Lebesgue a defini l’integrale de
Riemann-Stieltjes dans son celebre $1¥mathrm{i}¥mathrm{v}¥mathrm{r}¥mathrm{e}^{2)}$ .

Il me semble qu’il est bien naturel de proposer le probleme suivant:
generdiser la fonction $¥sigma(x)$ autant que possible sous la seule condition que

les theoremes importants concernants l’integrale de Riemann s’etendent au cas
de i’integrale de Riemann-Stieltjes.

2. D’abord cherchons des conditions de $¥sigma(x)$ sous lesquelles les proprietes
elementaires de l’integrale de Riemann subsistent bien dans le cas de l’integrale
de Riemann-Stietjes.

Sauf mention expresse du contraire, on suppose $¥sigma(x)$ bornee et non decrois-
sante dans $[a, b]$ , et $f(x)$ bornee dans $[a, b]$ .

Divisons $[a, b]$ en intervalles partiels a l’aide des nombres croissants
$D$ : $a=x_{0}<x_{1}<¥cdots<x_{n1}¥_<x_{n}=b$ .

Designons par $M_{j}$ et $m_{j}$ les bornes superieure et inferieure de $f(x)$ dans
l’intervalle $[x_{j¥_ 1}, x_{j}](j=1,2, ¥cdots, n)$ respectivement et posons

$S_{D}[¥sigma]=¥sum_{j=1}^{n}M_{j}(¥sigma(x_{j})-¥sigma(x_{j-1}))$ ,

$s_{D}[¥sigma]=¥sum_{j=1}^{n}m_{¥dot{f}}(¥sigma(x_{j})-¥sigma(x_{j-1}))$ .

Avec Darboux on appelle integrale par exces et integrale par defaut $¥inf_{D}SD[¥sigma]$

et $¥sup_{D}s_{D}[¥sigma]$ respectivement et on les represente par les symboles $¥int_{a}^{¥overline{b}}f(x)d¥sigma(x)$

et $¥underline{¥int}_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)$ . Nous avons alors $¥int_{-}obf(x)d¥sigma(x)¥leqq¥overline{¥int}_{a}^{¥delta}f(x^{¥backslash },d¥sigma(x)$ .

En particulier, lorsqu’on a

$¥int_{-}abf(x)d¥sigma(x)=¥overline{¥int_{a}}^{b}f(x)d¥sigma(x)$ ,

on $¥mathrm{d}¥mathrm{i}¥mathrm{t}$ que $f(x)$ est integrable au sens de $¥mathrm{R}¥mathrm{i}¥mathrm{e}¥mathrm{m}¥mathrm{a}¥mathrm{n}¥mathrm{n}-¥mathrm{S}¥mathrm{t}¥mathrm{i}¥mathrm{e}¥mathrm{l}¥mathrm{t}¥mathrm{J}¥mathrm{e}¥mathrm{s}$ par rapport a $¥sigma(x)$
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ou brievement $¥sigma$-integrable dans l’intervalle $[a, b]$ et cette valeur commune

$¥underline{¥int}_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)=¥int_{a}^{-_{b}}f(x)d¥sigma(x)$ s’appelle integrale au sens de Riemann-Stieltjes par

rapport a $¥sigma(x)$ dans $[a, b]$ et se note $¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)$ .

De la definition on deduit aisement le theoreme suivant.
Theoreme 1. Designons $¥max_{j=1}^{n}¥{x_{j}-x_{j1}¥_¥}$ par $¥delta(D)$ ; on $a$

$¥lim_{¥delta¥rightarrow 0}S_{D}[¥sigma]=¥int_{a}^{b}-f(x)d¥sigma(x)$ ,

$¥lim_{¥delta¥Rightarrow 0}s_{D}[¥sigma]=¥int_{-}abf(x)d¥sigma(x)$.

Corollaire 1. Soient $f(x)a$-integrable dans $[a,b]$ , et $¥xi_{j}$ un point arbitraire
dans $[xj¥_ 1’ x_{j}](j=1,2, ¥cdots,n)$ . On $a$ alors

$¥lim_{¥delta¥rightarrow 0}¥sum_{j=1}^{n}f(¥xi_{j})(¥sigma(x_{j})-¥sigma(x_{j-1}))=¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)$ .

Reciproquement on a le corollaire suivant.
Corollaire Soit $¥{D¥}$ une famille de divisions telle que $¥delta(D)¥rightarrow 0$ . S’il existe

la limite

$t=¥lim_{¥delta¥rightarrow 0}¥sum_{j=1}^{¥kappa}f(¥xi_{j})(¥sigma(x_{j})-¥sigma(x_{j-1}))$

independante de $¥xi_{j}(j=1,2, ¥cdots¥cdots, n)$ dans $[x_{j1}¥_’ x_{j}]$ , $f(x)$ est $a$-integrable et on $a$

$I=!_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)$ .

Theoreme 2. Four que $f(x)$ soit $¥sigma$-integrable dans $[a, b]$ , il faut et il suffit
qu’on puisse prendre une division $D$ telle que

$S_{D}[¥sigma]-s_{D}[¥sigma]<¥mathrm{e}$ ,
ou $¥mathrm{e}>0$ est un nombre donne a l’avance.

Corollaire 1. Si $f(x)$ est continue dans $[a, b]$ , $f(x)$ est $a$-integrable dans
$[a, b]$ .

Corollaire 2. Si $¥sigma(x)$ est continue dans $[a, b]$ , une fonction bornee et mono-

tone est $a$-integrable.

Nous conviendrons de definir

$¥int_{a}^{a}f(x)d¥sigma(x)=0$ , $¥int_{b}^{a}f(x)d¥sigma(x)=-¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)$ .

Avec cette convention nous avons aisement le corollaire suivant.
Corollaire 3. Si $f(x)$ est $¥sigma-$integrable dans un intervalle ferme contenant

$a$ , $b$ , $c$ , on $a$

$¥int_{a}^{c}f(x)d¥sigma(x)+¥int_{c}^{b}f(x)d¥sigma(x)=¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)$ .
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Corollaire 4. Si $f(x)$ et $g(x)$ sont $¥sigma-$integrables dans $[a, b]$ , $f(x)+g(x)$ et
$f(x)g(x)$ sont aussi $¥sigma-$integrables dans $[a, b]$ et on $a$

$¥int_{a}^{b}(f(x)+g(x))d¥sigma(x)=¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)+¥int_{a}^{b}g(x)d¥sigma(x)$.

Corollaire 5. Si $f(x)$ est $¥sigma$-integrable dans $[a, b]$ , $f(x)$ est aussi $¥sigma-$integ-
rable dans un intervalle ferme quelconque contenu dans $[a, b]$ .

Quant a la reciproque de cette proposition, on a le corollaire suivant.
Corollaire 6. Soit $¥sigma(x)$ continue dans $[a, b]$ .
Si $f(x)$ est $¥sigma-$integrable dans un intervalle ferme quelconque contenu dans

l’intervalle ouvert $(a, b)$ , $f(x)$ est $¥sigma-$integrable dans $[a, b]$ .
Th4oreme 3. Si $f(x)$ est $¥sigma-$integrable dans $[a,b]$ et non negative dans

$(a, b)$ , on obtient

$¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)¥geqq 0$ .

En effet,-par l’hypothese on a $S_{D}[¥sigma]¥geqq 0$ pour une division quelconque $D$ de
$[a, b]$ . On obtient donc

$¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)¥geqq 0$ .

Corollaire. Si $f(x)$ est $¥sigma$-integrab& dans $[a,b]$ , $|f(x)|$ est aussi $¥sigma-$inte-
grable dans $[a,b]$ et on $a$

$¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)¥geqq¥int_{a}^{b}|f(x)|d¥sigma(x)$ .

Theoreme 4. Supposons $¥sigma(x)$ non constante &ns $(a,b)$ .
Si $f(x)$ est $a$-integrable, il existe au moins un point $¥epsilon(a,b)$ ou $f(x)$ est

continue.
En vertu du theoreme 3, on obtient aisement le corollaire suivant.
Corollaire. Soit $¥sigma(x)$ non constante dans $(a, b)$ .
Si $f(x)$ est $¥sigma$-integrable $¥dot{d}$ans $[a,b]$ , et positive dans $(a, b)$ , on obtient

$¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)>0$ .

3. En resumant les resultats obtenus, on peut conclure que tous les theore-
mes et les corollaires enonces dans le numero precedent subsistent pour une

fonction $¥sigma(x)$ continue dans $[a, b]$ , non constante et non decroissante dans $(a, b)$ .

Nous pouvons donc considerer cette conclusion comme une reponse au prob-
leme propose dans le numero 1.

Pour justifier cet enonce, montrons que sous les conditions de $¥sigma(x)$ ci-dessus
d’auters theoremes importants concernant l’integrale de Riemann subsistent pour
l’integrale de Riemann-Stieltjes par rapport a $¥sigma(x)$ .

Dans toute la suite, on suppose $¥sigma(x)$ continue dans $[a, b]$ , non constante et
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non decroissante dans $(a, b)$ , et $f(x)$ bornee dans $[a,b]$ .

Soient $f(x)$ une fonction definie dans $(a,b)$ et $[x^{¥prime},x^{¥prime¥prime}]$ un intervalle ferme
quelconque contenu dans $(a,b)$ . Lorsqu’il existe un point $¥xi¥epsilon[x^{¥prime}, x^{¥prime¥prime}]$ tel que
$ f(¥xi)=¥mu$ , ou $¥mu$ est une valeur quelconque entre deux valeurs $f(x^{¥prime})$ et $f(x^{¥prime¥prime})$ ,

$f(x)$ s’appelle fonction posedant la propriete de Darboux dans $(a, b)$ .
Theoreme 5. Soient $f(x)$ et $¥varphi(x)¥sigma-$integrables dans [$a$ , $b_{-¥neg}$ et $¥varphi(x)¥geqq 0$ dans

$(a, b)$ .
Si $f(x)$ possede la propriete de Darboux dans $(a, b)$ , on $a$

(1) $¥int_{a}^{b}f(x)¥varphi(x)d¥sigma(x)=f(¥xi)¥int_{a}^{b}¥varphi(x)d¥sigma(x)$ $(a <¥xi<b)$ .

PREUVE. $f(x)$ et $¥varphi(x)$ etant a-integrables dans $[a, b]$ , d’apres le $¥mathrm{c}¥mathrm{o}¥mathrm{r}¥mathrm{o}¥mathrm{l}¥mathrm{l}¥mathrm{a}¥overline{¥mathrm{i}}¥mathrm{r}¥mathrm{e}$ $4$

du theoreme 2, $f(x)¥varphi(x)$ est $¥sigma$-integrable dans $[a,b]$ . Designons par $M$ et $m$

les bornes superieure et interieure de $f(x)$ dans $(a, b)$ respectivement, $¥varphi(x)$

etant non negative dans $(a, b)$ , on a dans $(a,b)$

$m¥varphi(x)¥leqq f(x)¥varphi(x)¥leqq M¥varphi(x)$ .
D’apres le theoreme 3, on obtient

$¥int_{a}^{b}¥varphi(x)d¥sigma(x)¥geqq 0$,

$m¥int_{a}^{b}¥varphi(x)d¥sigma(x)¥leqq¥int_{a}^{b}f(x)¥varphi(x)d¥sigma(x)¥leqq M¥int_{a}^{b}¥varphi(x)d¥sigma(x)$.

Si
$¥int_{a}^{b}¥varphi(x)d¥sigma(x)=0$ ,

on a evidemment (1).
Si

$¥int_{a}^{b}¥varphi(x)d¥sigma(x)>0$ ,

posons

$¥int_{a}^{b}f(x)¥varphi(x)d¥sigma(x)=¥mu¥int_{a}^{b}¥varphi(x)d¥sigma(x)$ .

On obtient alors
$m¥leqq¥mu¥leqq M$.

D’abord considerons le cas ou $ m=¥mu$ . $¥int_{a}^{b}¥varphi(x)d¥sigma(x)$ etant positif, on peut

prendie une division $D$ telle que

$S_{D}[¥sigma]=¥sum_{j=1}^{n}m_{j}(¥sigma(x_{j})-¥sigma(x_{j-1}))>0$ ,

$m_{j}$ designant la $¥mathrm{b}¥otimes ¥mathrm{r}¥mathrm{n}¥mathrm{e}¥dot{¥Delta}¥mathrm{n}¥mathrm{f}¥mathrm{e}¥mathrm{J}¥mathrm{r}¥mathrm{i}¥mathrm{e}¥mathrm{u}¥mathrm{r}¥mathrm{e}$ de $¥varphi(x)$ dans $[x_{j1}¥_’ x_{j}]$ .
On peut donc prendre un intevalle $[x^{¥prime}, x^{¥prime¥prime}]$ $(a <x^{¥prime}<x^{rr}<b)$ ou $¥varphi(x)>0$ .

Montrons qu’il existe un point $¥xi$ tel que $f(¥xi)=m$ , $¥xi¥epsilon[x^{f},x^{¥prime¥prime}]$ . Pour raisson-
ner par $1’ ¥mathrm{a}¥mathrm{B}¥mathrm{s}¥mathrm{u}¥mathrm{r}¥mathrm{d}|$

$¥mathrm{e}$ , supposons que $f(x)¥neq m$ en tout point de $[x^{¥prime}, x^{¥prime¥prime}]$ . Par defini-
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tion on a $m¥leqq f(x)$ dans $(a, b)$ . On obtient donc $m<f(x)$ dans $[x^{¥prime}, x^{¥prime¥prime}]$ . En
vertu du corollaire du theoreme 4, on a

$¥int_{x}^{x^{¥prime¥prime}},f(x)¥varphi(x)d¥sigma(x)>m¥int_{x}^{x^{¥prime¥prime}},¥varphi(x)d¥sigma(x)$.

D’apres le corollaire 3 du theoreme 2 et le theoreme 3, on obtient

$¥int_{a}^{b}f(x)¥varphi(x)d¥sigma(x)>m¥int_{a}^{b}¥varphi(x)d¥sigma(x)$ .

On a donc
$ m<¥mu$ ;

contrairement a notre hypothese.
De meme dans le cas ou $¥mu=M$, on obtient (1).
Enfin considerons le cas ou $m<¥mu<M$. Prenons $¥mathrm{e}(>0)$ tel que $¥epsilon<¥mu-m$ .

$ M-¥mu$ . $?¥mathrm{a}¥mathrm{r}$ definition, il existe $x^{¥prime}$ et $x^{¥prime f}$ dans $(a,b)$ tels que
$ m¥leqq f(x^{¥prime})<m+¥epsilon$ , $M-¥epsilon<f(x^{¥prime¥prime})¥leqq M$.

On a donc
$f(x^{¥prime})<¥mu<f(x^{¥prime¥prime})$ .

$f(x)$ possedant la propriete de Darboux dans $(a,b)$ , il existe entre $x^{¥prime}$ et $x^{¥prime¥prime}$ un
point $¥alpha=¥xi$ tel que $ f(¥xi)=¥mu$.

De meme dans le cas de l’integrale de Riemann, on obtient les theoremes
suivants.

Theoreme 6. Soient $ f(x)¥sigma$-integrab&, et $¥varphi(x)$ bornee et monotone dans
$[a,b]$ . On $a$ alors

$¥int_{a}^{b}f(x)¥varphi(x)d¥sigma(x)=¥varphi(a)¥int_{a}^{¥xi}f(x)d¥sigma(x)+¥varphi(b)f_{¥xi}^{b}f(x)d¥sigma(x)$

Theoreme 7. Soit $¥{f_{n}(x)¥}$ une suite de fonctions $a$-integrables dans $[a, b]$ .
Si $¥{f_{n}(x)¥}$ converge vers une fonction $f(x)$ uniformement dans $[a, b]$ , $f(x)$ est
$¥sigma-$integrable dans $[a, b]$ et on $a$

$¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)=¥lim_{n¥Rightarrow¥infty}¥int_{a}^{b}f_{n}(x)d¥sigma(x)$.

Theoreme 8. Soit $¥{f_{n}(x)¥}$ une suite de fonctions $a$-integrables dans $[a, b]$ .
Si $¥{f_{n}(x)¥}$ est uniformement bornee et converge vers une fonction $f(x)$

$a$-integrable dans $[a, b]$ , on $a$

$¥int_{a}^{b}f(x)d¥sigma(x)=¥lim_{n¥rightarrow¥infty}¥int_{a}^{b}f_{n}(x)d¥sigma(x)$ .
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