- Funkcialaj Ekvacioj, 8 (1965) 39-43

Sur P’intégrale de Riemann-Stieltjes

Par Tokui Sato
(Université de Kobe)

1. Dans la définition de l’intégrale de Riemann, la fonction o(x)=x joue
implicitement un réle essentiel. Il est bien connu que T.J. Stieltjes” a reconnu
ce fait pour la premiére fois.  Depuis lors beaucoup de mathématiciens ont
recherché I’intégrale de Stieltjes, parmi eux, H. Lebesgue a défini I'intégrale de
Riemann-Stieltjes dans son célébre livre?.

Il me semble qu’il est bien naturel de proposer le probléme suivant:
généraliser la fonction o(x) autant que possible sous la seule condition que

les théorémes importants concernants lintégrale de Riemann s’étendent au cas
de Uintégrale de Riemann-Stieltjes.

2. D’abord cherchons des conditions de ¢(x) sous lesquelles les propriétés

élémentaires de ’intégrale de Riemann subsistent bien dans le cas de l’intégrale
de Riemann-Stietjes.

Sauf mention expresse du contraire, on suppose o(x) bornée et non décrois-
sante dans [a,b], et f(&) bornée dans [a,b].

Divisons [a, 5] en intervalles partiels 4 1’aide des nombres croissants

D: a=x,<x, <<%y <%,=b.

Désignons par M; et m; les bornes supérieure et inférieure de f(x) dans
Iintervalle [z;_,,%,;] (j=1,2,---,n) respectivement et posons

Splal=3V_ M;(a(x;) —a(@;-)),

splo]=37_ m;(o(x) —o(x;j-1))-

Avec Darboux on appelle intégrale par excés et intégrale par défaut iBf Splol

et 'sgp splo] respectivement et on les représente par les symboles /: bf(:x;)do‘(w)
et Lbf(x.)da(m). Nous avons alors /;bf(x)da(x) g/;bf(x)do(x).
“En particulier, lorsqu’on a B
[*taaoe= [‘rads,

on dit que f(2) est intégrable au sens de Riemann-Stieltes par rapport a ()
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ou briévement o-intégrable dans I’intervalle [a,5] et cette valeur commune

b b
f f(x)do(x)= f f(®)do(x) s’appelle intégrale au sens de Riemann-Stieltjes par
rapport & o(x) dans [a, b] et se note / f@)dao(x).

De la définition on déduit aisément le théoréme suivant.

Théoréme 1. Désignons max;;l {xj—=;_,} par 6(D); on a
—_
lim SpL1= [ f()daCa),
80 a

b
lim sp[o]= f ') d o ().
§—0 Ja

Corollaire 1. Soient f(x) o-intégrable dans [a,b]l, et &; un point arbitraire
dans [%j_,,%;] (j=1,2,---,n). On a alors

lim ST 8 (o) —0Cay- )= [ F@do(a.

Réciproquement on a le corollaire suivant.

Corollaire 2. Soit {D} une famille de divisions telle que 8(D)—0. S’il existe
la limite

I=lim 37, (¢ (o(2) —0(x;-0)
indépendante de £;(j=1,2,----~ , ) dans [%;-y, 271, f(x) est o~intégrable et on a
b
I= f F@)do ().

Théoréme 2. Pour que f(x) soit o—intégrable dans [a,b], il faut et il suffit

qu’on puisse prendre une division D telle que
Splol—splol <e,

ot €>0 est un nombre donné & I’avance.

Corollaire 1. Si f(x) est continue dans [a,b], f(x) est o-intégrable dans
[a, &].

Corollaire 2. S: 0(x) est continue dans [a,b], une fonction bornée et. mono-
tone est g—intégrable.

Nous conviendrons de définir:

[rwaem=o,  [“rmasw=- *K@)do ().

Avec cette convention nous avons aisément le corollaire suivant.

Corollaire 3. Si f(x) est o-intégrable dans un intervalle fermé contenant
a, b, c, on a

c ' 14 b |
[ #@doa+ [ F@dow= [ fdo@.
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Corollaire 4. Si f(x) et g(x) sont o—intégrables dans [a,b], f(2)+g(®) et
(@) g(x) sont aussi o-intégrables dans [a,b] et on a

b _ b b
[ +g@ndat = [r@aat+ [ s@daa).

Corollaire 5. Si: f(x) est g~intégrable dans [a,b], f(x) est aussi o-intég-
rable dans un intervalle fermé quelconque contenu dans [a,b]..

Quant a la réciproque de cette proposition, on a le corollaire suivant.

Corollaire 6. Soit o(x) continue dans [a,b].

Si f(x) est o-intégrable dans un intervalle fermé gquelconque contenu dans
Uintervalle ouvert (a,b), f(x) est o-intégrable dans [a,b].

Théoréme 3. S: f(x) est a—inte’grablé dans [a,b] et non négative dans
(a,b), on obtient

[ #@as 0.

En effet, ‘par I’hypothése on a Sp[e]=0 pour une division quelconque D de
[a,4]. On obtient donc

Ji *f@)da @) =0.

Corollaire. Si: f(x) est o-intégrable dans [a,b], |f(x)| est aussi o-inté-
grable dans {a,b] et on a

b b '
/a fa)do(a) = f | f)| do(a).

Théoréme 4. Supposons o(x) non constante dans (a,b).

Si f(x) est o-intégrable, il existe au moins un point €(a,b) o% f(x) est
continue. ,

En vertu du théoréme 3, on obtient aisément le corollaire suivant.

Corollaire. Soit o(x) non constante dans (a,b).

Si f(x) est o-intégrable dans [a,b], et positive dans (a,b), on obtient

f *Ha)d o) > 0.

3. En résumant les résultats obtenus, on peut conclure que tous les théoreé-
mes et les corollaires énoncés dans le numéro précédent subsistent pour une
fonction o(2) continue dans [a,b], non constante et non décroissante dans (a,b).

Nous pouvons donc considérer cette conclusion comme une réponse au prob-
léme proposé dans le numéro 1. & k

Pour justifier cet énoncé, montrons que sous les conditions de o(x) ci-dessus
d’auters théorémes importants concernant ’intégrale de Riemann subsistent pour
P’intégrale de Riemann-Stieltjes par rapport i o(z).

Dans toute ld suite, on suppose o(x) continue dans [a,b], non.constante et
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non décroissante dans (a,b), et f(x) bornée dans [a,b].

Soient f(x) une fonction définie dans (a,b6) et [2/,2"'] un intervalle fermé
quelconque contenu dans (a,b). Lorsqu’il existe un point £e[z’,z’’] tel que
f(E)=pu, ou u est une valeur quelconque entre deux valeurs f(z') et f(x'’),
f(x) s’appelle fonction posédant la propriété de Darboux dans (a,b).

Théoréme 5. Soient f(x) et ¢(x) o—intégrables dans [a,b] et ¢(x) =0 dans
(a,b).

Si f(x) posséde la propriété de Darboux dans (a,b), on a

b b
(1) [ @)@ do(@)=FE) f e(@do(@  (a<E<b).

Preuve. f(x) et ¢(x) étant o-intégrables dans [a,d], d’aprés le corollaire 4
du théoréme 2, f(x)p(x) est o-intégrable dans [a,b]. Désignons par M et m
les bornes supérieure et intérieure de f(x) dans (a,b) respectivement. ¢(x)
étant non négative dans (a,b), on a dans (a,b)

me(x) = f(@)e(x) < Me(x).
D’aprés le théoréme 3, on obtient

f o(w)do(x) =0,

b b b
m [ o(@)do(@) < f f(x)w(x)da(x)nga o(@)do(x).
Si
b
L w(@)do(x) =0,

on a évidemment (1).
Si

/ ’ o(@)d o (@) >0,

posons
[ r@e@ds@=p [ o@do@.
On obtient alors
mus=M.
D’abord considérons le cas ot m=pu. f b(p(av)d o(x) étant positif, on peut
prendie une division D telle que ’
Splel=37._, m;(o(x;)—a(x;-1)) >0,
m; désignant la borne inférieure de ¢(x) dans [x;.,,2;].
On peut donc prendre un intevalle [2/,2"'] (a <z’ <z’ <b) ou ¢(x) >0.

Montrons qu’il existe un point & tel que f(&)=m, £e[2’,2’’]. Pour raisson-
ner par 1’absurde, supposons que f(2)2m en tout point de [%’,%’’]. Par défini-
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tion on a m < f(x) dans (a,b). On obtient donc m < f(x) dans [2’,%’’]. En
vertu du corollaire du théoréme 4, on a

[ @ e@do@ >m [ e@dat.

D’aprés le corollaire 3 du théoréme 2 et le théoréme 3, on obtient

b b
L &) p@da@>m [ p@do().

On a donc
m<pu;

contrairement & ndtre hypothése.

De méme dans le cas ot u=M, on obtient (1).

Enfin considérons le cas ot m <u <M. Prenons ¢(>0) tel que e <u—m,
M—yu. Par définition, il existe %’ et 2’ dans (a,b) tels que

m=fx') <m+e, M—e<f(a')<M.
On a donc
f@) <u<f@').

f(x) possédant la propriété de Darboux dans (a,b), il existe entre 2’ et 2’/ un
point £=§ tel que f(&)=u.

De méme dans le cas de I'intégrale de Riemann, on obtient les théorémes
suivants.

Théoréme 6. Soient f(x) o-intégrable, et @(x) bornée et monotone dans
[a,b]. On a alors

b £ b
L )o@ do(@) =p(a) f (@) do(x)+p(B) j; f()do(x)

Théoréme 7. Soit {f,(x)} une suite de fonctions o—intégrables dans [a,b].
Si {fn(x)} converge vers une fonction f(x) uniformément dans [a,b], f(x) est
o-intégrable dans [a,b] et on a

b b
fa Fl@)data)=lim f Fu(@)do(a).

Théoréme 8. Soit {f,(2)} une suite de fonctions g-intégrables dans [a,b].
St {fu(®)} est uniformément bornée et converge vers umne fonction f(x)
o-intégrable dans [a,b], on a

f *rydot@)=tim [ fu(@)do@).
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