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Sur Une note de M. Hukuhara

Par Oswald WyLgr

(Université de New Mexico)

Dans [1], H. Hukuhara a discuté des conditions suffisantes pour la dépen-
dance linéaire de n+1 applications linéaires d’un espace vectoriel U dans un
espace vectoriel V. Ses résultats sont basés sur un lemme qui correspond au
cas spécial dim U=2. Malheureusement, sa démonstration de ce lemme est
défective. Dans cette note, nous donnerons une démonstration simple du lemme
de M. Hukuhara pour n=1 et n=2, et nous montrerons par un exemple que le
lemme n’est pas toujours vrai pour n>3. Conclusion: tous les théorémes de
{1], sauf Proposition 2/, sont vrais.

Disons que n-+1 vecteurs de V sont symétriquement dépendants si chacun
des n+1 vecteurs est une combinaison linéaire des autres n vecteurs. Alors le
lemme de M. Hukuhara est I’énoncé suivant que nous appellerons (H).

(H). Soient ay,-,a, des vecteurs de V, . linéairement indépendénts, soit
a=31 aja; avec des coefficients a; tous non nuls, et soient b, by,---, b, des
vecteurs de V tels que les n+1 vecteurs

Aa+ub,day+uby, -, Aa,+uby, S
sont symétriquement dépendents pour chaque choix des scalaires 4 et u#. "Alors

Aatub= ;g aj(Aaj+ub;)
pour chaque choix des scalaires 1 et u. ‘

Nous supposerons dans cette note que le corps des scalaires de V soit com-
mutatif et algébriquement clos. Cette condition est implicite dans [1]. L’exem-
ple suivant montre qu’elle est bien nécessaire. -

Exemple. Soit V un espace vectoriel sur le corps des nombres réels.
Soient a,, et a, des vecteurs de V, linéairement indépendants, soit b;=a, et b=
—ay, et soit a=a,+a, et b=2b,+b, Alors les trois vecteurs da+ubd, da,+ub,,
day+ub, sont symétriquement dépendants pour chaque choix de nombres réels
Aet u. Néanmoins la conclusion de (H) est évidemment. fausse. “

Supposons maintenant que 1’hypothése de (H) soit vérifiée, et que les vec-
teurs ay, *+,@,, €1, ', ¢, de V forment une base du sous-espace de V engendré
par les vecteurs ay, -, ay, by, -+, b, de V.  Notons par a=(a;), b=(8;), ¢=(cs)

des colonnes de vecteurs de V. (8i r=0, on supprimera dans ce qui ‘suit tous
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les termes avec ¢.) On a alors des relations
a=Aa, b=Bb, b=>la+TIc,
ot A et B sont des lignes, > et 1" des matrices de scalaires, et ou les éléments
de A sont tous non nuls. On a alors
Aa+ub=QA+uBXDa+uBlc, Aat+upb=QAI+pdDat+ulc,

ou I est la matrice unité. Avec ces notations, I'hypothese de (H) dit que les
n+1 lignes de la matrice ’
AA+uB>) uBI
AT+ ul
sont symétriquement dépendantes pour tous les choix de 4 et de g, et la conclu-
sion de (H) est vraie si et seulement si A>!=B>} et AI'=BTrI.

Nous 'pouvons poser #=1, sans restreindre la généralité. Soit alors d=det
(A1+3D. 1l y a, par hypothése, une ligne C telle que

(2) AA+B=C(AI+>), BI'=CTr,

avec éléments tous non nuls si 4x0. C peut dépendre de A.

Mettons D=(B—A)>]. Alors la premiére équation de (2) deient:

(3) D+AQI+>D=CAI+X)).

Pour démontrer (H), il suffit de démontrer que D=0.

En effet, soit D=0, et choisissons 4 tel que 4=0. Alors C=A par (3), donc
BI'=AT par la seconde équation de (2).
"~ Le cas n=1 est trivial. (3) devient

D+(A+a0)A=(A+0)C,

ot >.=(0¢). Pour A=—¢, nous obtenons D=0.

Pour n>1, soit @ la matrice adjointe de Al +>1, pour laquelle (AI+3DH0=
A4I=0(AI+>3). Alors (3) donne

1)

(4) DO+4A=4C.
Pour n=2, cette équation devient:
Aoy, —0o
D[ 22 ”]+AA=AC
—0y A+oy

Si p est une racine de I’équation quadratique- 4=0, on a donc

D{P‘*’”zz “‘012]:0.
—0y ptoy

Par subtraction, on obtient
(A—0)D+4A=4C. ,
Si p” est I'autre racine de 4=0, on a 4=(A—p)(A—p’), donc
(5) D+(A—0)A=(A-p")C
pour Axp.
Si p’xp, alors D=0 résulte de (5), avec A=p’.

Si p’=p, mettons A=(ea;), C=(7;), D=(8;). Si 4;%0, on a ;=0 pour
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A=p—0jla;*p, donc 7;=0 avec 40, contradiction. Donc §;=0 pour j=1,2,
i.e. D=0.

Nous venons de démontrer (H) pour n=2. L’exemple suivant montre que
(H) peut bien étre faux pour n>>3.

Exemple. Soient a,, a,, a; linéairement indépendants. Mettons

bi=a,t‘a,, by=a, by=a,+2a;, a=a,+‘a,ta;, b=by+2by+bs.
On voit facilement que I'hypothése de (H) est satisfaite. Lorsque g#=1, notons,
que 4=0 pour A=—1 (recine double) et A=—2. Pour ux0, la conclusion de
(H) est fausse.

Remarquons en concluant, et sans démonstration, que (H) reste vrai, méme
pour n>>3, dans les trois cas suivants. (1) n—r <2, ol n+r est la dimension
du sous-espace de V engendré par ay, -, ay,, by, +,b,. (2) La matrice D] se
transforme dans une matrice diagonale par changement de base (i.e. > a une
matrice de Jordan diagonale). (1) L’équation 4=0 n’a qu’une seule racine.
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